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Grafai — duotus taškus jungiančių linijų tinklai — pla- 
čiai naudojami įvairiose matematikos šakose ir jos pritaiky- 
muose, 

Knygutės ,„Grafai ir jų pritaikymas“ autorius — įžy- 
mus norvegų algebristas Oistinas Ore. Jos turiniui suprastį 
visiškai pakanka minimalių išamkštinių žinių, neišeinančių iš 
vidurinės mokyklos 7—8 klasių ribų. 

Kaip nagrinėjant bet kurią matematinę knygą, taip ir šitą, 
naujų sąvokų įsisavinimas iš skaitytojo, aišku, pareikalaus 
šiek tiek pastangų ir kruopštumo. Bet tikram matematikos mėgė- 
jui tai suteiks tik pasitenkinimo. 


0222 — 312 


Mssx (10) 73 108— 72 


-— —— — Iš rusiškojo leidimo redaktoriaus pratarmės 


Per paskutinius dešimtmečius matematika labai pasikeitė. Sukūrus 
greitaeiges skaičiavimo mašinas ir suradus naujas matematikos pritaikymo 
sritis (ekonomika, biologija, lingvistika ir kt.), dėmesio centre pasirodė nauji 
matematikos klausimai. Kai kurios matematikos šakos, kuriomis anksčiau 
domėjosi tik siauras specialistų ratas, tapo labai aktualiomis ir populiariomis. 
Tuo tarpu kitos šakos prarado savo vaidmenį. 

Šis procesas negalėjo nepaveikti ir pažiūrų į mokyklinę, vadinamąją 
„„elementarinę“, matematiką. Iškilo būtinas reikalas pakeisti mokyklinį ma- 
tematikos kursą, įvesti į jį naujus skyrius. 

Šiuo metu eilėje šalių — tarp jų ir Tarybų Sąjungoje — vykdomas di- 
delis eksperimentinis darbas, pertvarkant matematikos dėstymą mokyklose, 
Paskutiniaisiais metais įžymiausi mokslininkai visame pasaulyje ėmė rimtai 
domėtis mokyklinio švietimo problemomis. 

Grafų mokslas, nagrinėjantis geometrinės schemas, sudarytas iš linijų, 
jungiančių kuriuos nors duotuosius taškus, labai tinka dėstyti pradedantie- 
siems, nes čia geometrinis vaizdumas siejasi su giliu matematiniu turiniu ir su 
galimybe išvengti griozdiško aparato. 

Įdomi šio savotiško matematikos skyriaus istorija. Grafų teorijos atsira- 
dimas XVIII amžiuje yra susijęs su matematiniais galvosūkiais, todėl gana il- 
gai į grafų mokslą buvo žiūrima kaip į „„nerimtą“ temą, kurios „,„pritaikomoji“ 
vertė visiškai susijusi su lošimais ir pramogomis. Šiuo atžvilgiu grafų teorijos 
likimą galima lyginti su tikimybių teorijos likimu, nes tikimybių teorija iš pra- 
džių irgi buvo domimasi tik dėl jos „pritaikymo“ azartiniams lošimams. XX 
amžiaus pradžioje grafai patraukė topologų dėmesį, todėl pirmoje šio amžiaus 
pusėje grafų teorija buvo laikoma labai sudėtingos šiuolaikinės matematikos 
šakos, kuria domisi tik siauras specialistų tatas, — topologijos dalimi, 

Tačiau vėliau paaiškėjo, kad grafų teorija labai vertinga, spren- 
džiant daugelį svarbių praktikos klausimų, iš kurių čia pakanka paminė- 
ti vadinamuosius „transporto uždavinius“ (racionaliausios krovinių perve- 
žimo sistemos transporto tinkle planavimo uždaviniai) ir uždavinius, susi- 
jusius su elektros tinklais. Dėl minėtų priežasčių smarkiai išaugo su grafų 
teorija susijusi literatūra, kurioje ypatingą vietą užima monografija „Grafų 
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teorija“, parašyta šios knygutės autoriaus. Šią nedidelę knygutę galima lai- 
kyti anos mokslinės monoerafijos adaptacija pradedantiesiems. 

Pagrindinė Ore knygutės dalis visiškai prieinama vidurinės mokyklos 
vidurinių klasių mokiniams; ja puikiai gali naudotis savo darbe mokyklų 
matematiniai būreliai. Dideliu autoriaus nuopelnu reikia laikyti gerą pratimų 
parinkimą: jie visiškai elementarūs, bet kartu ir pakankamai įdomūs. Labai 
prašome skaitytoją nepraleidinėti šitų pratimų, 

Knygutės pabaigoje yra nedidelis papildomos literatūros sąrašas, kuris 
rusiškajam leidiniui sudarytas iš naujo. Negausios pastabos išnašose priklauso 
knygos vertėjui ir redaktoriui. 

J. Jaglomas 


hd 
Įžanga 


Pirmasis. darbas iš grafų teorijos, pasirodęs 
1736 metais, priklauso garsiajam šveicarų matemati- 
kui L. Oileriui. Iš pradžių grafų teorija atrodė gana 
kukliu matematikos skyriumi, nes ji domėjosi tik 
matematinėmis pramogomis bei galvosūkiais. Tačiau 
tolesnis matematikos ir ypatingai jos pritaikymų vysty- 
masis smarkiai pastūmėjo grafų teorijos raidą. 

Jau XIX šimtmetyje grafais buvo naudojamasi, 
sudarant elektros grandines ir molekulines schemas. 
Šiuo metu galima nurodyti net grynosios matemati- 
kos skyrius, sakysime, matematinių jungčių teoriją, 
kur grafai naudojami kaip natūralus aparatas; iš 
kitos pusės, grafų teorija pritaikoma, sprendžiant 
įvairius praktikos klausimus: nustatant įvairių tipų 
atitinkamybes, sprendžiant transporto ar srautų 
naftotiekių tinkle uždavinius ir apskritai „,programuo- 
jant“. Grafų teorija 'dabar naudojama ir tokiose 
srityse, kaip ekonomika, psichologija ir biologija, 
Matematinės pramogos bei galvosūkiai irgi sudaro 
grafų teorijos dalį, ypač jei prie jų priskiriama garsio- 
ji keturių spalvų problema, kuri ir šiandien tebeintri- 
guoja matematikus. 

Matematikoje grafų teorija laikoma topologijos 
atšaka; tiesioginių ryšių ji turi su algebra bei skaičių 
teorija. 

Šioje knygutėje galime išdėstyti tik keletą papras- 
čiausių grafų teorijos klausimų; juos atrinkome, 
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iš vienos pusės, turėdami tikslą šiek tiek paaiškinti, 
kokio pobūdžio tyrimus galima atlikti, naudojantis 
grafais, o iš kitos pusės, norėdami pateikti keletą 
konkrečių uždavinių, kuriuos galima spręsti šitais 
metodais. Laimei, šiam reikalui pakanka labai papras- 
to matematinio aparato, todėl grafų mokslas visiškai 
prieinamas pradedantiems domėtis matematika. 


SKYRIUS 


Ką vadiname grafu? 


„ $ 1. Sportinės varžybos 


--—-—>— 


Tarkime, kad jūsų mokyklos futbolo komanda dalyvauja 
pirmenybėse ir žaidžia su kitų mokyklų komandomis. Iš viso 
pirmenybėse dalyvauja šešios komandos. Jūsų komandą žymėsime 
raide A, o kitas — raidėmis B, C, D, E ir F. Praėjus kelioms sa- 
vaitėms nuo pirmenybių pradžios, kai kurios komandos jau bus 
žaidusios viena su kita, pavyzdžiui, 


A su C, Dir F, 
B su C, E ir F, 
C su Air B, 

D su A, Eir F, 
F su B, D ir F, 
F su A, B, D ir E. 


Visa tai galima išreikšti tokia geometrine schema: kiekvieną 
komandą vaizduojame tašku (arba skrituliuku) ir kiekvienus du 
A 


1 brėž. 


E D 


taškus, kurie atitinka Žaidusias tarpusavyje komandas, sujungia- 
me atkarpa. Tokiu būdu, vaizduodami ką tik minėtą įvykusių 
rungtynių sąrašą, gausime schemą, pateiktą 1 brėžinyje. 
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Šitokia schema vadinama grafu. Ją sudaro keli taškai A. B, C, 
D, E, F, vadinami viršūnėmis, ir kelios tuos taškus jungiančios 
atkarpos (sakysime, AC ar EB), kurias vadiname grafo briauno- 
mis. 

Iš I brėžinio matyti, kad kai kurių grafo briaunų susikirtimo 
taškai nėra jo viršūnės; taip atsitiko todėl, kad grafą braižėme plokš- 
tumoje. Gal patogiau būtų įsivaizduoti, kad jo briaunos yra siū- 
lai, prasilenkią vienas su kitu erdvėje. Šiaip ar taip, grafą braižant 
plokštumoje ir vengiant painiavos, jo viršūnes reikia žymėti pakan- 
kamai ryškiai (sakykime, skrituliukais). 


2 brėž. 


Vykstant bet kurioms varžyboms, visada galima atitinkamu 
grafu nurodyti, kurie susitikimai jau yra įvykę. Atvirkščiai, turint 
kurį nors grafą, t. y. figūrą, sudarytą iš taškų-viršūnių, kurios su- 
jungtos atkarpomis-briaunomis, galima jį laikyti kokių nors 
pirmenybių schema. Imkime, pavyzdžiui, grafą, pateiktą 2 brėži- 
nyje. Jį galima laikyti grafu, vaizduojančiu aštuonių komandų 
turnyrą, kuriame komanda A jau žaidė su komandomis B, E, D, 
komanda B — su A, FG, Cir t. t. 


Pratimai 


1. Sudarykite grafą, vaizduojantį jūsų futbolo ar krepšinio komandos 
žaistas rungtynes iki sezono vidurio. 

2, Iš 2 brėžinyje pateikto grafo sudarykite visų sužaistų rungtynių 
sąrašą. 

3. Kiek briaunų ir kiek viršūnių turi grafai, pateikti | ir 2 brėžiniais? 


__§ 2. Nulinis ir pilnasis grafai 


Pritaikant grafų teoriją, tenka susidurti sų kai kuriais specia- 
liais grafais. Kol kas grafą laikysime vaizdžia schema, išreiškian- 
čia sportinių varžybų eigą. Iki sezono pradžios, kol dar nežaistos 
nė vienos rungtynės, grafas visai neturi briaunų. Šitoks grafas 
susideda tik iš izoliuotų viršūnių, t. y. iš viršūnių, nesujungtų 
nė viena briauna. Tokio pavidalo grafą vadinsime nuliniu grafu. 


È Š g- i apo 
o 

o o o o (e) o ė 
1 2 3 4 5 


3 brėž. 


3'brėžinyje matome šios rūšies grafus, kai komandų, arba viršū- 
nių, skaičius lygus 1, 2, 3, 4 ir 5. Šie nuliniai grafai paprastai žy- 
mimi simboliais O}, O,, O; ir t. t. Vadinasi, O, yra nulinis gra- 
fas, turįs n viršūnių. 

Imkime kitą kraštutinį atvejį. Tarkime, kad, pasibaigus sezo- 
nui, kiekviena komanda yra sužaidusi po vienerias rungtynes 
su visomis kitomis komandomis. Tokį atvejį atitinkančiame gra- 
fe bet kurios dvi viršūnės bus sujungtos briauna. Šitokį grafą 
vadiname pilnuoju grafu. 4 brėžinyje pateikti pilnieji grafai, 


LAR 


4 brėž. 


kai viršūnių skaičius n lygus 1, 2, 3, 4 ir 5. Šiuos pilnuosius 
grafus atitinkamai žymime U;, Ua U% Us. Us. Vadinasi, 
grafas U, yra sudarytas iš n viršūnių, kiekvienas dvi viršūnes 
sujungiant briauna. Šitokį grafą galima įsivaizduoti kaip dau- 
giakampį, kuriame išvestos visos įstrižainės. 

Turėdami kurį nors grafą, sakysime, 1 brėžinyje pateiktą 
grafą G, jį visada galime paversti pilnu grafu su tomis pačiomis 
viršūnėmis; tuo tikslu reikia nubrėžti trūkstamas briaunas (t. y. 
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briaunas, kurios atitinka vėliau įvyksiančias rungtynes). 5 brėži- 
nyje tai padaryta su 1 brėžinyje duotuoju grafu (dar neįvykę 
susitikimai atvaizduoti brūkšniuota linija). 


Galima ir atskirai nubrėžti grafą, atitinkantį dar nežaistas, 
būsimas rungtynes. Iš grafo G tada gautume grafą, atvaizduotą 
6 brėžinyje. 


Aa 
4 ~ 
£ `~ 
Fa d “~a 
“a > = 
`a P =— 
~ 
> 8 
f k id 
4 `s Fd 2 
e Sa. r 
Pd a f 
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"4 erT 
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Šitaip sudarytą grafą vadiname grafo G papildiniu; papras- 
tai jis žymimas G. Sudarydami grafo G papildinį, vėl gautume 
grafą G. Abiejų grafų G ir G briaunos, paimtos kartu, sudaro 
pilną grafą su tomis pačiomis viršūnėmis. 

Pratimai 


l. Sudarykite 2 brėžinyje atvaizduoto grafo papildini. 
2. Kiek briaunų turi pilnasis grafas U,„? 


$ 3. Izomorfiniai grafai 


Pastebėsime, kad grafą G (1 brėž.) galima nubraižyti įvairiai. 
Pirma, visiškai nebūtina jo briaunas vaizduoti tiesias. Gali- 
ma brėžti bet kurias linijas, jungiančias tas pačias viršūnes, kaip ir 
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anksčiau. Šakysime, grafą G galima nubraižyti taip, kaip atvaiz- 
duota 7 brėžinyje. 


7 brėž. 


Antra, viršūnes galima laisvai išdėstyti plokštumoje. Pavyz- 
džiui, grafo G viršūnes galima išdėstyti taip, kaip nurodyta 8 brė- 
žinyje. 

A 


p 8 brėž 


£ 


Jeigu tris grafus, atvaizduotus 1, 7 ir 8 brėžiniuose, laikysime 
schemomis, aprašančiomis sportinių varžybų eigą, tai juose rasi- 
me visiškai vienodą informaciją apie tai, kurios komandos jau 
žaidė tarpusavyje; šia prasme tai vienas ir tas pats grafas. Susitar- 
ir tą patį įvykusių rungtynių sąrašą. Kitaip sakant, jei grafai G, ir G; 
yra izomorfiniai, tai jie abu turi vienodą skaičių viršūnių ir, imant 
dvi bet kurias grafo G, viršūnes, sakysime, B, ir C,, sujungtas briau- 
na, jas atitinkančios grafo G, viršūnės B, ir C, irgi yra sujungtos 
briauna, ir atvirkščiai. Pagal šį apibrėžimą 1, 7 ir 8 brėžiniuose 
pateiktieji grafai yra izomorfiniai (t. y. turi vienodą sandarą), 
nors iš pažiūros jie atrodo skirtingi. (Terminą ,,izomorfinis“ 
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matematikoje sutinkame dažnai; jis sudarytas iš dviejų graikiš- 
kų žodžių: too% — lygus, vienodas ir uoppĄ — pavidalas, forma.) 

Dažnai tenka atsakyti į klausimą, 'ar du duotieji grafai yra 
iz0morfiniai. Kai kada iš karto pastebime, kad jie nėra 120morfi- 


niai. Sakysime, grafai, atvaizduoti 9 brėžinyje, negali būti izomorfi- 
niai, nes jie turi skirtingą skaičių viršūnių. 10 brėžinyje pateiktieji 
grafai irgi negali būti izomorfiniai, nes jie turi nevienodą skaičių 


briaunų. 
A D B 


Tačiau, norėdami įsitikinti, kad 11 brėžinyje atvaizduoti 
grafai nėra izomorfiniai, turime samprotauti šiek tiek subtiliau. 
Pavyzdžiui,"galima pastebėti, kad pirmajame grafe yra aštuonios 


11 brėž. 


gretimos briaunos (kiekviena turi bendrą viršūnę su po jos einan- 
čia briauna), iš kurių sudaryta seka 
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(I, 2), (2, 3), 3, 4), (4, 8), (8, 7), (7, 6), (6, 5), (9, 1) grįž- 
ta į pradinį tašką, kai tuo tarpu antrajame grafe tokios sekos 
nėra. Vadinasi, kaip bežymėtume antrojo grafo viršūnes, vis tiek 
kiekvienai pirmojo grafo viršūnių porai, sujungtai briauna, nega- 
lėsime priskirti atitinkamą porą antrojo grafo viršūnių, irgi su- 
jungtą briauna. (Įrodykite šį teiginį !) 


12 brėž, 


Jeigu iš karto neaišku, kaip įrodyti, kad du duotieji grafai 
nėra izomorfiniai, tai klausimas, ar jie yra izomorfiniai, gali būti 
gana sunkus. Pavyzdžiu galima laikyti du grafus, atvaizduotus 
12 brėžinyje; tie grafai iš tikro yra izomorfiniai. 


Pratimai 


1. Įrodykite, kad grafai, atvaizduoti 1, 2 ir 6 brėžiniuose, nėra izomor- 
fiški vienas kitam. 

2. Nurodykite dar vieną priežastį, dėl kurios 11 brėžinyje pateiktieji 
grafai negali būti vienas kitam izomorfiški. 

3. Grafų, atvaizduotų 12 brėžinyje, viršūnes sužymėkite taip, kad šių 
dviejų grafų izomorfiškumas būtų savaime aiškus, 


$ 4. Plokštieji grafai 


Dažniausiai nesvarbu, kaip nubrėžtas grafas, t. y. izomorfi- 
niai grafai, teikiantys vienodą informaciją, gali būti laikomi 
tuo pačiu grafu. Taip bus, sakysime, su tuo pavyzdžiu, nuo kurio 
pradėjome savo dėstymą, — kai grafas yra savotiškas jau įvy- 
kusių rungtynių sąrašas. Tačiau kai kada labai svarbu, ar galima 
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grafą nubraižyti kuriuo nors specialiu būdu. Palyginkime du izo- 
morfinius grafus, pateiktus 1 ir 7 brėžiniuose. Pirmojo grafo briau- 
nos susikerta penkiuose taškuose, kurie nėra to grafo viršūnės, 
o antrajame visi briaunų susikirtimo taškai yra jo viršūnės. 

Grafas, kurį galima nubraižyti plokštumoje taip, kad jo briau- 
nos susikirstų tik viršūnėse, vadinamas plokščiuoju grafu. 
Sakysime, 1 brėžinyje atvaizduotas grafas G yra plokščias, nes 
egzistuoja jam izomorfiškas grafas (7 brėž.), kurio visos briaunos 
susikerta tik viršūnėse. 


13 brėž, 


e. 


Plokščiąjį grafą galima laikyti žcmėlapiu, kuriame vaizduo- 
jami keliai, jungiantys įvairias stotis arba gyvenvietes. Pavyzdžiui, 
grafas, pateiktas 13 brėžinyje, yra lyg žemėlapis, kuriame matome 
7 stotis: A, B, ..., G; kai kurios jų sujungtos tarpusavyje keliais 
AG, BC, FE ir t. t. Atvirkščiai, kiekvieną kelių žemėlapį galima 


14 brėž. 


laikyti plokščiu grafu. Bet kurio miesto planas (žr., pavyzdžiui, 
14 brėžinį) irgi yra plokščias grafas, kuriame gatvės atstoja briau- 
nas, o aikštės ir gatvių sankryžos — viršūnes. 
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Beje, dabartinė technika pakeitė daugelį mūsų vaizdinių, todėl, 
nenorėdami atsilikti nuo šiuolaikinių reikalavimų, turime pripa- 
žinti, kad dabartinis kelių žemėlapis jau ne visada yra plokščias 
grafas. Prie kelių tinklo dabar dažnai prisideda linijos, einančios 


įvairiuose lygiuose, ir dviejų tokių kelių sankryžoje keleivis negali 
iš vienos linijos pereiti į kitą (15 brėž.). Kitaip sakant, tokio Žemė- 
lapio-grafo briaunos susikerta taškuose, kurių negalima laikyti 
grafo viršūnėmis, 


Pratimai 


1. Nubraižykite plokščią grafą, vaizduojantį kelių tinklą jūsų gyvenamos 
vietovės apylinkėse. 

2. Tą patį padarykite, pasinaudodami jūsų arba jums artimiausio miesto 
planu. 


§ 5. Vienas uždavinys apie plokščiuosius 
grafus 


Išnagrinėsime du pavyzdžius, iš kurių paaiškės, kaip grafai 
pritaikomi uždavinių sprendimui. Abiem atvejais reikia išsiaiškinti, 
ar galima atitinkamą grafą nubraižyti plokštumoje taip, kad jo 


briaunos neturėtų nereikalingų susikirtimo taškų. Pirmasis pa- 
vyzdys bus labai senas galvosūkis (,,Trijų namų ir trijų šulinių 
uždavinys“). 

Viename sklype buvo pastatyti trys namai ir jų gyventojams 
iškasti trys šuliniai. Tos šalies gamta ir jos klimatas tokie, kad 
šuliniai dažnai išdžiūna, todėl svarbu, kad iš kiekvieno namo 
būtų galima nueiti prie bet kurio iš trijų šulinių. Po kurio laiko 
namų A, Bir C gyventojai tarpusavyje susikivirčijo, todėl kiek- 
vienas nusprendė savo takus prie šulinių X, Y ir Z nusitiesti taip, 
kad, einant prie šulinio ir atgal, jiems nereikėtų susitikinėti. 


16 brėž. 


16 brėžinyje atvaizduotas grafas, kuriame nurodytas| natū- 
ralus takų išsidėstymas, kai takai yra tiesūs. Šie takai, arba gra- 
fo briaunos, susikerta keliuose taškuose, kurie nesutampa su 


17 brėž. 


namais A, B, C ir šuliniais X, Y, Z. Išvedus takus taip, kaip nu- 
ropyta 17 brėžinyje, nereikalingų susikirtimo taškų skaičių ga- 
lima sumažinti iki 1. 
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Klausimas, kurį norime iškelti, yra šitoks: ar minimasis gra- 
fas yra plokščias, t. y. ar galima takus išvesti taip, kad jie niekur 
nesikirstų, išskyrus grafo viršūnės A, B, C, X, Y, Z. Kaip jūs be- 
mėginsite, bet pageidaujamo rezultato nepasieksite. Tačiau tas 
faktas, kad nesugebame išspręsti uždavinio, braižydami vienaip 
ar kitaip linijas, dar nėra matematinis įrodymas, jog to iš viso 
neįmanoma padaryti. Norint griežtai įrodyti, tenka remtis ši- 
tokia teorema. 

Žordano teorema apie kreives. Tarkime, kad X. - tolydinė** 
uždara linija plokštumoje (ji gali būti daugiakampis, apskritimas, 
elipsė arba kokia nors sudėtingesnio tipo kreivė). Liniją K dalija 
plokštumą į vidinę ir išorinę sritis taip, kad kiekviena tolydinė krei- 
vė L, jungianti bet kurį vidinės srities tašką P su bet kuriuo išorinės 
srities tašku O, kerta K (18 brėž.). 


18 brėž. 


Jūs tikriausiai jaučiate, kad Žordano teoremos teiginys visiš- 
kai akivaizdus; intuityvūs geometriniai vaizdiniai mus įtikinėja, 
kad jis teisingas. Tačiau įrodyti šią teoremą ne taip jau paprasta; 
visų sunkiausia tiksliai apibrėžti „kreivės sąvoką“. Čia nepateik- 
sime nei kreivės apibrėžimo, nei Žordano teoremos įrodymo**!, 
Jūs ją galite laikyti savaime aiškiu faktu. 

Iš Žordano teoremos išplaukia kitas, irgi intuityviai savaime 
aiškus, teiginys: jei du bet kuriuos uždaros linijos X taškus, saky- 


*) Tolydinė linija — kreivė, kurią galima nubrėžti pieštuku, neatitrau- 
kiant jo smaigalio nuo popieriaus; nenutrūkstanti kreivė. ( Vert.) 

**) Zordano teorema sunkiai įrodoma net paprasčiausiu atveju, kai lini- 
ja X yra daugiakampis, kurio apibrėžimas nesukelia sunkumų. Šiuo klausimu 
galite skaityti R. Kuranto ir G. Robinso knygą ‚HTO Takoe MaTeMATHKA“ 
(DocrexH3naT, M.—JI., 1947, p. 326—328 ir, 353—355), kurioje pateiktas 
pilnas šios teoremos įrodymas, kai linija yra daugiakampis. 
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sime, A ir Y sujungsime kreive A Y, kuri su X turi tik du bend- 
rus taškus, tai visa ši kreivė, išskyrus jos galus, bus arba linijos 
K išorėje, arba jos viduje (19 brėž.). 


-m am a a 


Dabar tarkime, kad uždaroje linijoje X yra keturi taškai, 
išdėstyti šitokia tvarka: A, B, Y, Z. Jei nubrėšime dvi nesikertan- 
čias kreives A Y ir BZ, tai viena iš jų, sakysime, A Y būtinai bus 
linijos K viduje, o kita (BZ) — jos išorėje (19 brėž.). Tai galima 
įrodyti, remiantis Žordano teorema, bet jūs šį teiginį (kaip ir pa- 
čią Žordano teoremą) galite laikyti teisingu be įrodymo. 

Pagaliau sakykime, kad linijoje “X yra šeši taškai, išdėstyti 
tokia eile: A, X, B, Y, C, Z (19 brėž.). Tokiu atveju šiuos taškus 
jungiančios kreivės AY, BZ ir CX būtinai turi susikirsti. 

Norėdami tuo įsitikinti, pastebėsime, kad kiekviena iš trijų 
minėtų kreivių turi būti nubrėžta vienoje iš dviejų sričių — Jini- 
jos K viduje arba jos išorėje. Bent dvi iš jų pateks į tą pačią sritį, 
todėl jos būtinai susikirs. 

Pastarąjį samprotavimą jau galima tiesiog pritaikyti, spren- 
džiant trijų besivaidijančių kaimynų ir jų šulinių uždavinį. Tarkime, 
kad 16 brėžinyje duotasis grafas yra plokščias. Nubrėžę to grafo 
nesikertančias briaunas 

AX, XB, BY, YC, CZ, ZA, 
gausime uždarą plokštumos kreivę. Tačiau tokiu atveju, kaip ką 
tik išsiaiškinome, neįmanoma nubrėžti briaunas 4Y, BZ ir CX 
taip, kad jos nesusikirstų*?. 

Išnagrinėtasis pavyzdys, iliustruojantis grafo pritaikymą, 
vargu ar jums atrodo svarbus. Tačiau niekada neniekinkite tokių 

*) Kitas įrodymas pateiktas 113 psl. išnašoje. 
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galvosūkių: jie dažnai pasirodydavo esą tie grūdeliai, iš kurių 
vėliau išaugdavo didelės matematinės teorijos. Galima taip pat 
priminti, kad simbolių ir formulių gausumas ne visada yra gilios 
matematinės minties požymis. 

Nurodysime dar vieną plokščių grafų pritaikymą svarbiam 
praktikos uždaviniui. Papildydami aukščiau minėtas pažiūras į 
grafą, nurodysime, kad jį galima laikyti elektros tinklo schema, 
kurioje grafo briaunos vaizduoja laidus, jungiančius įvairius taš- 
kus. Masiškai gaminant elektros schemas televizoriams bei radijo 
imtuvams, ekonomiškiausia šią schemą spausdinti kaip metalinę 
foliją ant popierinio ar plastmasinio pagrindo. Tačiau, norint tai 
įvykdyti, minimo laidų tinklo grafas turi būti plokščias, nes, briau- 
noms susikirtus, sistemoje įvyktų trumpas sujungimas. 


Pratimai 

Kiekvienas iš keturių kaimynų savo namą su trimis kitais namais su- 
jungė nesikertančiais takais. Netoliese pasistatė namą penktas žmogus. 

1. Įrodykite, kad jo namo neįmanoma sujungti nesikertančiais takais 
su visais kitais namais. 

2. Įrodykite, kad jo namą galima sujungti su trimis namais, 


$ 6. Grafo briaunų skaičius 


Įvesdami grafo sąvoką, kaip savotišką jau sužaistų rungtynių 
sąrašą, tarėme, kad kiekvienos dvi komandos žaidžia tarpusavy- 
je ne daugiau kaip vieną kartą. Tačiau gali atsitikti, kad bet kurios 
dvi komandos viena su kita rungtyniauja ir keletą kartų, kaip 
būna, sakysime, beisbole*?. Tai galima atvaizduoti grafu, sujungus 
atiti nkamų viršūnių poras keliomis briaunomis (20 brėž., 2).Tokiu 
atveju sakoma, kad grafas turi kartotines briaunas. 

Užuot iš tikrųjų nubraižius keletą briaunų, jungiančių tas pa- 
čias viršūnes A ir B, galima nubrėžti tik vieną briauną ir priskirti 


*) Panašiai pravedamos, sakysime, TSRS futbolo pirmenybės, kuriose 
kiekviena komanda su kita žaidžia du kartus. 
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jai kartotinumą, rodantį, kiek kartų reikia skaityti tą briauną 
(20 brėž., b). Kelių žemėlapyje, suprantama, kiekvienas kelias 
vaizduojamas atskirai. 


„= 


8 8 


A". 
20 brėž. 


Į kiekvieną neizoliuotą grafo.G viršūnę A ateina viena arba 
kelios briaunos, kurioms 4 yra galinis taškas. Visos šios briaunos 
vadinamos incidentinėmis viršūnei Æ, o jų skaičius, paprastai 
žymimas simboliu ọ (4), vadinamas viršūnės A laipsniu. 
Pavyzdžiui, I brėžinyje pateikto grafo viršūnių laipsniai yra tokie: 


p (4)=p(B)=p(D)=p (E)=3, p (F)=4, p (C)=2. 

Gana dažnai tenka nustatyti, kiek briaunų turi duotasis 
grafas. Žinoma, briaunas galima tiesiog suskaičiuoti, bet papras- 
čiau nustatyti, kiek briaunų ateina į kiekvieną viršūnę atskirai, 
ir gautuosius skaičius sudėti. Šitaip skaičiuojant, kiekviena briau- 
na imama po du kartus — vienoje ir kitoje viršūnėje, kurias jun- 
gia ši briauna. Todėl bendras briaunų skaičius bus lygus gauto- 
sios sumos pusei. Sakysime, 1 brėžinyje atvaizduoto grafo briaunų 
skaičius lygus 


zle (4) +e(B)+p(C)+e (D) +e (E)+ p (A)|-9: 


šituo galima ir tiesioginiai įsitikinti. 
Norėdami apibendrinti gautąjį rezultatą, tarsime, kad kuris 
nors grafas G turi n viršūnių 


A Assis As 

kurių laipsniai atitinkamai lygūs 
o (44), p (42), > p (A,). 
20 
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Tada grafo G briaunų skaičius M, kaip matyti iš atlikto sampro- 
tavimo, nustatomas šitaip: 


N=5 [e(A)+p(A) +... +0(4,)|- (1) 


Iš šios formulės matyti, kad visų bet kurio grafo viršūnių 
laipsnių suma 


2, P(4)=p(41) +p (4:)+ -+pld,) (2) 

i=l 
yra lyginis skaičius, nes jis lygus dvigubam briaunų skaičiui. 

Grafe galima išskirti dviejų tipų viršūnes: nelygines viršūnes 

A’, kurių laipsniai p (4^) yra nelyginiai skaičiai, ir Iygines viršūnes 
A", kurių laipsniai p (4A") — lyginiai skaičiai. Pavyzdžiui, 1 brėži- 
nyje pateikto grafo viršūnės A, B, D ir E yra nelyginės, o viršūnės 
C ir F — lyginės. Jeigu viršūnes išdėstysime pagal abėcėlę, tai 
gausime tokią jų laipsnių sumą: 


3+3+2+3+31+4=18. 


Gautoji suma yra lyginė, nes joje yra keturi nelyginiai dėmenys. 
Aplamai, norint sužinoti, ar sveikųjų skaičių suma bus lyginė, 
ar nelyginė, galima nekreipti dėmesio į lyginius dėmenis; suma 
bus lyginė ar nelyginė priklausomai nuo to, ar nelyginių dėmenų 
skaičius yra lyginis ar nelyginis. Pastebėję, kad (2) suma visada 
lyginė, gauname šitokią išvadą. 

1 teorema. Kiekvieno grafo nelyginių viršūnių skaičius yra 
lyginis. 

Šis teiginys teisingas ir tuo atveju, kai grafas visai neturi 
nelyginių viršūnių, nes skaičius 0 yra lygius. 

Yra tokių grafų, kurių visos viršūnės turi vienodus laipsnius: 


p (41) =P (4a) = ... =p (4,)=r. 
Šitokie grafai vadinami homogeniniais r-tojo laipsnio 
grafais. Jei n yra šio grafo viršūnių skaičius, tai jo briaunų 
skaičius lygus 


] 
N=5 nr. 
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Grafai, atvaizduoti 21 brėžinyje (a ir b) yra homogeniniai; jų 
laipsniai atitinkamai lygūs trims ir keturiems. 


21 brėž. 


Pilname grafe U„ turinčiame n viršūnių, iš bet kurios jo 
viršūnės išeina n— 1 briauna, vedanti į kiekvieną kitą viršūnę. Vadi- 
nasi, U, yra homogeninis (n— 1)-mojo laipsnio grafas. Nulinis 
grafas O, irgi yra homogeninis, nes kiekvienos jo viršūnės A laips- 
nis p (4) lygus nuliui. 


Pratimai 


1. Patikrinkite, ar tinka (1) formulė 2 ir 6 brėžiniuose atvaizduotiems 
grafams. 

2. Patikrinkite, kad kiekvieno šių grafų nelyginių viršūnių skaičius yra 
lyginis. | 
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|| SKYRIUS 


Susiję grafai 


6 1. Komponentės 


Vėl tarsime, kad duotas grafas G (nebūtinai plokščias), kurį 
laikysime kelių žemėlapiu. Iš kurios nors viršūnės A išvyksime į 
kelionę grafu G, iš pradžių eidami briauna AB iki kurios nors 
stoties B, po to iš B į C kitu jas jungiančiu keliu BC ir t. t. Šiai 
kelionei nekeliame jokių reikalavimų: galime keletą kartų pereit 
per tą pačią viršūnę ir net keletą kartų eiti tuo pačiu keliu. 

Jeigu šitaip galima nuvykti į grafo viršūnę T, tai sakoma, 
kad šitame grafe viršūnė T yra susieta su viršūnė A. Vadinasi, 
yra kelių, einančių iš A į T. Jeigu, šitaip keliaudami, per kurią 
nors viršūnę pereiname du ar daugiau kartų, tai galime iš savo 
kelio išmesti tam tikrą uždarą liniją ir iš A nueiti į T trumpesniu 
keliu. Grafo linija, kurioje nėra viršūnių, pereinamų daugiau 
kaip vieną kartą, vadinama lanku: pavyzdžiui, kelias, atvaiz- 


T 


22 brėž. 


duotas 22 brėžinyje, yra lankas. Jeigu kelyje, einančiame, gal būt, 
net po keletą kartų per tas pačias viršūnes, nėra briaunų, kurio- 
mis einama du ar daugiau kartų, tai toks kelias vadinamas gran- 
dine (23 brėž.). Kadangi lankas yra tokia grandinė, kurioje visos 
viršūnės yra skirtingos, tai lanką dar vadina elementaria gran- 
dine. Jei grandinė uždara, t.y. prasideda ir baigiasi toje pačioje 
viršūnėje, tai ji vadinama ciklu. Ciklas, kurio visos viršūnės 
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yra skirtingos, vadinamas paprastu, arba elementariu, cik- 
Iu. Vadinasi, ciklas gali pats save kirsti kai kuriose viršūnėse, tuo 
tarpu apeinant elementarų ciklą, antrą kartą galima patekti tik 
į pradinę viršūnę, užbaigus ciklą. 


NN 
23 brėž. 
Šias sąvokas paaiškinsime, imdami 1 brėžinio grafą. Briaunų 


seką 
AFDEFB 


yra grandinė, o seka 
ADFEB 
— lankas, arba elementari grandinė. Seka 
AFEDFBCA 
yra ciklas, o seka 
| ACBFEDA 


— paprastas, arba elementarus, ciklas. 

Jei kiekvieną grafo viršūnę galima sujungti su bet kuria kita 
to grafo viršūne atitinkama grandine, tai grafas vadinamas susi- 
jusiu. Visi aukščiau nagrinėti grafai, išskyrus nulinius grafus, 


buvo susiję. Jei grafas nėra susijęs, tai kai kurių jo viršūnių ne- 
įmanoma sujungti grandinėmis su duotąja viršūne A. Tos viršū- 
nės, kurias galima sujungti su viršūne A, ir visos joms inciden“ 
tinės briaunos sudaro viršūnės A susijusią komponentę' 


24 brėž. 


24. 


Vadinasi, toks grafas susideda iš susijusių komponenčių, kurios 
tarpusavyje nėra sujungtos nei briaunomis, nei grandinėmis, 

24 brėžinyje parodytas grafas, sudarytas iš keturių susijusių 
komponenčių, kurių viena yra tiesiog izoliuotas taškas. Šitoks 
grafas gali vaizduoti, pavyzdžiui, apimančios keletą salų kelių 
tinklą, -kai kiekvienoje saloje yra susijusi kelių sistema. Grafų 
teorijoje paprastai tariama, kad tiriamasis grafas yra susijęs, 
nes priešingu atveju galima nagrinėti kiekvieną jo susijusią kompo- 
nentę atskirai. 


S 2. Karaliaučiaus tiltų uždavinys 

Grafų teorija — viena iš nedaugelio matematikos sričių, ku- 
rių gimimo datas galima tiksliai nurodyti. Pirmąsias žinias apie 
grafus randame šveicarų matematiko Leonardo Oilerio (1707-— 
1783) darbe, išspausdintame 1736 metais Peterburgo Mokslų 
akademijos leidiniuose. Oileris — viena ryškiausių asmenybių 
mokslo istorijoje. 1727 metais, kai jam sukako vos 20 metų, jį 
pakvietė į Rusijos Mokslų akademiją. Jis jau buvo išstudijavęs 
teologiją, rytiečių kalbas ir mediciną, kai visiškai atsidavė matema- 
tikai, fizikai ir astronomijai. Visose šiose srityse Oileris pasiekė 
nuostabių rezultatų „parašė milžinišką kiekį veikalų. Apie tą laiko- 
tarpį, kai pasirodė darbas apie grafus, jis viena akimi apako, 
o senatvėje visiškai neteko regėjimo, bet ir tai nesustabdė jo vel- 
kalų srauto. Jau gana seniai šveicarų matematikai, jų tarpe ir jo 
gimtojo miesto Bazelio matematikai, pradėjo leisti pilnąjį Oilerio 
raštų rinkinį, iš kurio kol kas pasirodė 50 tomų. Iš pradžių buvo 
manoma, kad Oilerio veikalai sudarys apie šimtą tomų, o dabar 
jau matyti, kad jų bus apie du šimtus. 

Oileris savo veikalo apie grafus pradžioje nagrinėja vieną 
galvosūkį — vadinamąjį „„Karalfaučiaus tiltų uždavinį“. Kara- 
liaučius (dabar Kaliningradas) yra išsidėstęs abiejuose Prieg- 
liaus (Pregolio) krantuose ir dviejose tos upės salose. Atskiros 
miesto dalys buvo sujungtos viena su'kita septyniais tiltais. Sek- 
madieniais Karaliaučiaus gyventojai eidavo pasivaikščioti po 


23 


miestą. Kildavo klausimas: ar įmanoma, išėjus iš namų, pereiti 

per kiekvieną tiltą tik po vieną kartą ir grįžti atgal namo? 
Scheminis Karaliaučiaus planas atvaizduotas 25 brėžinyje. 

Keturios miesto dalys pažymėtos raidėmis A, B, C ir D. Kadangi 


mus domina tik ėjimas tiltais, tai A, B, C, D galime laikyti viršū- 
nėmis grafo, kurio briaunos vaizduoja atitinkamus tiltus. Tokį 
grafą matome 26 brėžinyje. 


C 


A D 96 brėž. 


B 


Oileris parodė, kad visas šis grafas nėra vieningas ciklas; 
vadinasi, išėjus iš bet kurios viršūnės, neįmanoma apeiti visą 
grafą ir grįžti atgal, kiekviena briauna praėjus tik vieną kartą. 
Juk jeigu toks ciklas egzistuotų, tai į kiekvieną viršūnę įeitų tiek 
briaunų, kiek iš jos išeina, t. y. kiekvienoje grafo viršūnėje būtų 
lyginis skaičius briaunų. Tačiau šios sąlygos, kaip aiškiai matyti, 
Karaliaučiaus planą vaizduojantis grafas netenkina. 


$ 3. Ollerio grafal 


Išdėstęs savo veikale Karaliaučiaus tiltų uždavinio sprendi- 
mą, Oileris gvildena bendresnę grafų teorijos problemą: kokiuose 
grafuose galima rasti ciklą P, kuris apima visas to grafo briaunas 
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taip, kad kiekviena briauna einama tik po vieną kartą? Tokį ciklą 
toliau vadinsime Oilerio linija, o grafą, kuriame yra Oilerio 
linija, — Oilerio grafu. 

Kad grafas turėtų Oilerio liniją, jis turi būti susijęs. Kaip ir 
Karaliaučiaus tiltų uždavinyje, aišku, kad kiekviena Oilerio lini- 
ja į bet kurią viršūnę įeina tiek pat kartų, kiek kartų iš jos išeina, 
t. y. visų tokio grafo viršūnių laipsniai yra lyginiai. Taigi, nustatė- 
me dvi būtinas sąlygas, kurias turi tenkinti grafas, kad jame būtų 
Oilerio linija: grafas turi būti susijęs, o visų jo viršūnių laipsniai — 
lyginiai. 

Oileris įrodė, kad šios sąlygos yra ir pakankamos. 

1 teorema. Susijęs grafas, kurio visų viršūnių laipsniai yra 
lyginiai, turi Oilerio liniją. 

Įrodymas. Tarkime, kad grandinę & pradedame iš kurios 
nors viršūnės A ir ją tęsiame tol, kol tai įmanomą, kiekvieną kartą 
eidami briauna, kuria dar nebuvome ėję. Kadangi briaunų skai- 
čius baigtinis, tai šis procesas kada nors turi pasibaigti. Tačiau 
kiekvienoje viršūnėje susiduria lyginis skaičius briaunų, todėl 
iš kiekvienos viršūnės, išskyrus pirmąją, galima išeiti. Vadinasi, 
grandinė < turi pasibaigti viršūnėje A (žr. 27 brėžinį). 


Z(A,B) 


' 9 
Z(8,A) 
27 brėž. 


Jeigu < eina per visas grafo viršūnes, tai ieškomoji Oilerio 
linija jau rasta. Priešingu atveju bus tokia viršūnė B, kuri priklau- 
so grandinei $ ir yra incidentinė kokiai nors briaunai, nepriklau- 
sančiai grandinei <. Kadangi grandinė Z viršūnėje B turi lyginį 
skaičių briaunų, tai skaičius briaunų, išeinančių iš B, bet nepriklau- 
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sančių grandinei ©, irgi bus lyginis. Tą patį galima pasakyti ir 
apie kiekvieną kitą grandinės Æ viršūnę. 

Dabar iš viršūnės B pradedame naują grandinę 2, imdami 
(ik tas briaunas, kurios nepriklauso <“. Savaime aišku, kad ši 
grandinė turi baigtis taške B. Tačiau tokiu atvejų galima sudaryti 
didesnį ciklą, prasidedantį taške Æ: iš pradžių einame ciklu €£ 
nuo A iki B, po to apeiname ciklą 2 ir, grįžę į B, tęsiame kelionę 
likusia ciklo Æ dalimi atgal į tašką A (žr. 27 brėžinį). Jeigu dar ne- 
apėjome viso grafo, tai galime vėl tokiu pat būdu praplėsti suda- 
rytąjį ciklą, kol galų gale gausime reikalingąją Oilerio liniją. 

Uždaviniai, kuriuose reikia nubrėžti Oilerio linijas, t. y. 
uždaviniai, kuriuose reikia nubrėžti nurodytų linijų tinklą, neati- 
traukiant pieštuko smaigalio nuo popieriaus ir AS lini- 
jų, yra mėgiama matematinių galvosūkių tema. 

Iki šiol kalbėjome apie ciklą, apimantį visas grafo briaunas 
ir einantį kiekviena briauna tik po vieną kartą. Galima sudarytį 
uždavinį, kaip rasti grandinę, turinčią tą pačią savybę. Tarkime, 
kad grafe yra grandinė Z (A, B), prasidedanti viršūnėje 4, pasis 
baigianti kurioje nors kitoje viršūnėje B ir einanti visomis briau- 
nomis tik po vieną kartą. Ši grandinė, prasidėjusi viršūnėje A, 
toliau, gal būt, vėl įeina į A, ir net ne vieną kartą. Jeigu toji grandi- 
dinė nesibaigia viršūnėje A, tai viršūnė A turi būti nelyginė, Dėl 
panašios priežasties viršūnė B irgi turi būti nelyginė, o visos kitos 
grafo viršūnės — lyginės. Iš šių samprotavimų išplaukia tokia 
teorema. 

2 teorema. Susijusiame grafe yra grandinė È (A, B), apiman 
ti visas jo briaunas, ir kiekviena briauna einanti tik po vieną kartą, 
tada ir tik tada, kai A ir B yra vienintelės nelyginės šio grafo viršū- 
nės. 

Norint įrodyti šį teiginį, pakanka grafą papildyti briauna 
AB; tada visos jo viršūnės bus lyginės. Naujasis grafas, kaip įro- 
dyta ankstesnėje teoremoje, turi kokią nors Oilerio liniją 2; 
jeigu iš 2 pašalinsime briauną AB, tai gausime reikalingą grandinę 
Z (A, B). Kaip pavyzdį galima nurodyti 6 brėžinyje atvaizduoto 
grafo grandinę FC DBAEC. Šis grafas turi tiktai dvi nelygines 
viršūnės F ir C. 
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Matematikai visada stengiasi gautuosius rezultatus apiben- 
drinti. Todėl pamėginkime ir mes pagalvoti, kiek mažiausiai 
reikės grandinių visam laisvai pasirinktam grafui apdengti, jei 
bet kurios dvi grandinės neturės bendrų briaunų. Jei grafe yra 
tokių grandinių šeima, tai aišku, kad kiekvienoje nelyginėje viršū- 
nėje turi arba prasidėti, arba baigtis bent viena grandinė, nes prie- 
šingu atveju viršūnė turėtų būti lyginė. I skyriuje įsitikinome, 
kad grafo nelyginių viršūnių skaičius yra lyginis, sakysime, lygus 
2k. Vadinasi, bet kurioje grafą dengiančių grandinių © šeimoje 
yra ne mažiau kaip k grandinių. Tuoj pat įsitikinsime, jog šios 
sąlygos (grafas turi 2k nelyginių viršūnių), pakanka, kad egzistuo- 
tų « minėtų grandinių. 


3 teorema. Jei kuris nors grafas turi 2k nelyginių viršūnių, 
tai jame yra tokia k grandinių šeima, kad visos šios grandinės kartu 
apima visas grafo briaunas, o kiekviena briauna priklauso tik vie- 
nai grandinei. 


28 brėž. 
Įrodymas. Nelygines grafo viršūnes, imamas kuria nors 
eile, Žymėkime raidėmis 
A,, Ap, ..., Ay; Bi, Ba ..., Bi. 
Jei duotąjį grafą papildysime, pridėdami k briaunų 
A,B, ABa, ..., A,B,, 


tai visos jo viršūnės bus lyginės, o tokiame grafe yra Oilerio lini- 
ja 2. Pašalinus pridėtąsias briaunas, linija 2 suskyla į k atskirų 
grandinių, kurios apima visas duotojo grafo briaunas. 
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Kaip pavyzdį imkime grafą, atvaizduotą 1 brėžinyje. Jis turi 
keturias nelygines viršūnės A, B, D, E ir apdengiamas dviem 
grandinėmis: 

EBFA ir BCADFED. 


Pratimai 


l. Nustatykite, kiek reikia grandinių 28 brėžinyje atvaizduotiems gra- 
fams apdengti. 

2. Tą patį nustatykite visiems grafams, kuriuos nagrinėjome aukščiau. 

3. Raskite grandines, kurios apdengia pilnuosius grafus, turinčius ke- 
turias ir penkias viršūnes. Pamėginkite gautuosius rezultatus apibendrinti. 


_§ 4. Taisyklingo kelio ieškojimas 


Bet kurios parodos planas irgi turėtų būti Oilerio grafas: 
tada jos patalpose galėtume išdėstyti ženklus, nurodančius, kuria 
kryptimi privalo eiti lankytojai, kad kiekvieną eksponatų galėtų 
apžiūrėti tik po vieną kartą. Tačiau tarkime, kad eksponatai, 
kaip dažniausiai atsitinka, yra išdėstyti abiejose parodos terito- 
rijoje esančių kelių pusėse. Pasirodo, kad tokiu atveju, koks be- 
būtų parodos kelius atitinkantis grafas (jei tik jis yra susijęs), 
galima lankytoją vedžioti taip, kad kiekvienu keliu jis eitų du 
kartus — po vieną kartą abiem kryptimis. 

Įrodydami šį teiginį, pateiksime bendrą taisyklę sudaryti 
tokiai grandinei, kuri kiekviena grafo briauna eina lygtai du 
kartus, bet priešingomis kryptimis. Šitą grandinę pradėsime bet 
kurioje viršūnėje A, ir eisime kuria nors briauna 64=(4,, 41) 
paženklindami šią briauną rodykle, nubrėžta taške 4, ir rodančia 
pasirinktąją kryptį. Po to paeiliui eisime į kitas viršūnes. Tą 
pačią viršūnę galima aplankyti po keletą kartų. Atvykę į bet kurią 
viršūnę kiekvieną kartą briaunoje, kuria atvykome, nubrėšime 
rodyklę, nurodančią atvykimo kryptį. Be to, jeigu į kurią viršū- 
nę pateksime pirmą kartą, tai įėjimo briauną paženklinsime kaip 
nors ypatingai, kad vėliau galėtume ją išskirti iš kitų. 

Išeidami iš viršūnės, visada rinksimės dar neišnaudotą kryptį: 
arba briauną, kuria dar visai nėjome, arba briauną, pažymėtą 
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tiktai rodykle, nurodančia, kad ja į viršūnę atvykome. Be to, sū- 
sitarsimę briauną, kuria pirmą kartą atvykome į viršūnę, panaudo- 
ti išėjimui tik tada, kai kito išėjimo nebeliks. 

Tęskime šią vingiuotą kelionę tol, kol aplamai tai bus įma- 
noma. Kiekvienoje viršūnėje turime vienodą skaičių briaunų 
įėjimui ir išėjimui (bet kuria briauna galima vieną kartą įeiti ir 
ir vieną kartą išeiti). Todėl procesas gali pasibaigti tik pradinėje 
viršūnėje Æ. Belieka tik patikrinti, ar visose viršūnėse kiekviena 
briauna bus praeita abiem kryptimis. 

Taške A, tai savaime aišku — visos išeinančios briaunos bus 
išnaudotos, nes priešingu atveju galėtume judėti toliau; todėl 
bus išnaudotos ir visos įeinančios briaunos, nes jų skaičius lygus 
išeinančių briaunų skaičiui. Atskirai imant, briauna o= (o A,) 
irgi bus praeita abiem kryptimis. Tačiau tai reiškia, kad visos 
briaunos, incidentinės viršūnei A,, irgi bus praeitos abiem krypti- 
mis, nes pirmoji įeinanti į viršūnę A, briauna 444;, kaip nurodyta 
sąlygoje, išėjimui turi būti naudojama paskutinė. Tas pats sampro- 
tavimas pritaikomas tiek sekančiai briaunai 6,=(4A;, A;), tiek ir 
sekančiai viršūnei Æ% ir t. t. Vadinasi, visose viršūnėse, kurias 
galima pasiekti, kiekviena briauna bus praeita abiem kryptimis. 
Kadangi nagrinėjamasis grafas yra susijęs, tai jis bus praeitas 
visas. 

Nurodytąjį būdą apeiti visas grafo briaunas galima panaudoti 
įvairiems tikslams, pavyzdžiui, ieškant kelio, kuriuo galima išei- 
ti iš labirinto arba iš išsišakojusios olos, joje atsitiktinai pasiklydus. 


Pratimai 


l. Pritaikykite čia išdėstytą metodą grafams, kuriuos nagrinėjome 
I skyriaus $ I. 


$ 5. Hamiltono linijos 


1859 metais garsus airių matematikas seras Uiljamas Rouenas 
Hamiltonas atidavė prekybininkams pardavinėti savotišką žaislą- 
galvosūkį. Jo pagrindinė dalis buvo taisyklingas dodekaedras, 
pagamintas iš medžio (29 brėž.). Tai vienas vadinamųjų taisyklin- 
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gų briaunainių: jis turi 12 sienų — taisyklingų penkiakampių 
ir 20 viršūnių, kurių kiekvienoje susiduria trys briaunos. 

Kiekviena Hamiltono dodekaedro viršūnė buvo pavadinta 

kurio nors stambaus miesto (Briuselio, Kantono, Delio, Frank- 

furto ir t. t.) vardu. Uždavi- 

nyje reikėjo rasti kelią, kuris 

eitų dodekaedro briaunomis 

per visus miestus ir, be to, 

per kiekvieną miestą — tik 

vieną kartą. Kad uždavinys 

EH (= būtų įdomesnis, iš anksto bū- 

29 brėž. davo nurodoma, kokia tvar- 

ka reikia praeiti keletą pirmų- 

jų miestų. Be to, kad lengviau būtų prisiminti, kuriomis briauno- 

mis jau eita, kiekvienoje dodekaedro viršūnėje buvo įkalta vinis su 

didele galvute: apie šias vinis buvo galima apsukti virvutę, žymin- 

čią nueitą kelią. Tačiau minimas dodekaedras buvo perdaug grioz- 

diškas, todėl Hamiltonas pasiūlė kitą savo žaidimo variantą: 

briaunainį pakeitė plokščiu grafu (30 brėž.), izomorfišku grafui, 

sudarytam iš dodekaedro briaunų. 


30 brėž. 


Atrodo, kad šitas kelionės dodekaedro briaunomis uždavi- 
nys nesukėlė bent kiek didesnio susidomėjimo, bet matematikai 
išsaugojo minėto galvosūkio atminimą: dar ir dabar ciklas, ku- 
ris eina per visas grafo viršūnes ir per kiekvieną viršūnę pereina 
tik vieną kartą, tebevadinamas Hamiltono linija. Toks cik- 


32 


las, apskritai kalbant, neapima visų grafo briaunų; juk per kiek- 
vieną viršūnę jis pereina tik dviem briaunomis. Ciklas, atvaizduo- 
tas 30 brėžinyje, yra dodekaedro Hamiltono linija. 

Lengva pastebėti, kad tarp Oilerio ir Hamiltono linijų esama 
tam tikros analogijos. Pirmoji eina po vieną kartą kiekviena briau- 
na, o antroji — po vieną kartą per kiekvieną viršūnę. Nežiūrint 
tokio panašumo, šie uždaviniai yra visiškai skirtingo sunkumo. 
Norint nustatyti, ar duotajame grafe yra Oilerio linija, pakanka 
patikrinti, ar visos jo viršūnės lyginės. Tuo tarpu dar iki šiol ne- 
rastas bendras požymis, iš kurio būtų aišku, ar grafas turi Hamil- 
tono liniją. Tai, Žinoma, nemalonus dalykas, nes, sprendžiant 
daugelį grafų teorijos klausimų, svarbu žinoti, ar egzistuoja 
nagrinėjamo tipo grafuose Hamiltono linijos. 

„„Keliaujančio pirklio uždavinys“ primena uždavinį, kuriame 
reikia rasti Hamiltono liniją, — ir vėl nežinome bendro metodo 
šiam uždaviniui spręsti. Tarkime, kad keliaujantis pirklys, prieš 
grįždamas namo, turi aplankyti keletą miestų. Suprantama, jam 
svarbu kelionę atlikti kuo greičiau ir tuo pačiu kelionėje turėti 
kuo mažiau išlaidų. Šį uždavinį, aišku, visada galima išspręsti, 
nagrinėjant iš eilės visus galimus variantus ir apskaičiuojant 
kelionės trukmę arba išlaidas kiekvienam galimam kelionės per 
miestus maršrutui. Tačiau toks sprendimas pasidaro beveik ne- 
įvykdomu, kai miestų skaičius yra didelis. Ir vis dėlto kai kurie 
net gana griozdiški šios rūšies uždaviniai jau išspręsti. Pavyzdžiui, 
surasta trumpiausia ciklinė aerolinija, einanti per visus pagrindi- 
nius Jungtinių Valstijų miestus. 


Pratimai 


1. Ar yra Hamiltono linijų 1 ir 2 brėžiniuose atvaizduotuose grafuose? 
2, Pirklys, gyvenantis mieste A,, rengiasi aplankyti miestus 4s, As, Aa 
Atstumai tarp miestų tokie: 


A,A,= 120, A,As= 140, A,A,= 180, 
A4A,= 70, A5A,= 100, A,A,= ] 10. 
Raskite trumpiausią ciklinį kelią iš A,, einantį per kitus tris miestus. 


2. O. Ore 33 


$ 6. Galvosūkiai ir grafai 


Praeitame paragrafe ieškojome grafe kelio iš vienos vietos 
į kitą. Tokį uždavinį galima laikyti tam tikros rūšies žaidimu; 
nors tai atrodo visiškai naivia pramoga, bet iš tikrųjų kaip tik tai 
sudaro pagrindinį daugelio galvosūkių ir kai kurių žaidimų (lo- 
šimų) turinį. 

Norėdami parodyti, ką čia turime mintyje, pasinaudosime 
labai senu „„keltininko uždaviniu“. Keltininkui (K) reikėjo per- 
vežti per upę vilką (V), ožką (O) ir maišą kopūstų (M). Mažytėje 
valtelėje be keltininko galėjo tilpti tik vienas iš trijų pervežamų 
daiktų. Be to, negalima palikti be priežiūros nei vilko su ožka, 
nei ožkos su kopūstais. Ką daryti keltininkui? 

Išnagrinėsime visus čia galimus variantus. Pirmuoju reisu, 
savaime aišku, galima perkelti tik ožką: tokiu atveju grupė K, V, O, 
M, esanti išeities taške, bus pakeista grupe V, M. 

Po to keltininkas grįžta atgal vienas; turime X, V, M. Antruo- 
ju reisu jis gali pervežti arba V, arba M, palikdamas atitinkamai 
arba M, arba V. Abiem atvejais jam tenka grąžinti atgal O, todėl 
išeities taške atsidurs arba K, O, M, arba K, O, V. Sekančių reisu 
jis perveža M (arba V), palikdamas tik O. Pagaliau grįžta vienas ir 
perkelia O. 


M KOM 


--—-—j —2 T; J PEP 
KVOM WM + 


31 brėž. 


Vadinasi, šiuo visiškai paprastu atveju leidžiama kilnoti tik 
taip, kaip nurodyta 31 brėžinyje. Iš to matyti, kad uždavinį ga- 
lima išspręsti dviem būdais; kiekvienas šių būdų nustatomas 
atitinkama grandine, kuri pradinę padėtį K, V, O, M jungia su 
galine padėtimi „tuščia“. 

Į išnagrinėtąjį uždavinį labai panašus kitas uždavinys „apie tris 
pavydžius vyrus“: trys vyrai su savo žmonomis sekmadienį atė- 
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jo prie upės ir prie jos kranto rado nedidelę valtį, kurioje vienu 
metu telpa ne daugiau kaip du žmonės. Persikelti per upę jiems 
ypač sunku todėl, kad visi trys vyrai yra labai pavydūs ir nė vie- 
nas iš jų nesutinka palikti savo žmoną kompanijoje, kurioje, ne- 
sant jo paties, būtų koks nors kitas vyriškis. 

Siūlome skaitytojui nubraižyti visų leistinų šiuo atveju perkil- 
nojimų grafą ir įsitikinti, kad persikelti per upę nurodytomis 
sąlygomis įmanomą. 

Iš pateiktųjų pavyzdžių matyti, kad grafą galima laikyti ir 
tam tikru žaidimu (lošimu). Tada jo viršūnės yra įvairios to Žal- 
dimo padėtys, o briaunos atitinka ėjimus, kuriuos leidžia žaidimo 
taisyklės. Paprastai uždavinyje reikia nustatyti, ar galima grafo 
briaunomis pereiti iš vienos nurodytos padėties į kitą. Grafų 
teorijos kalba tą uždavinį galima išreikšti šitaip: ar dvi nurodyto- 
sios padėtys priklauso tai pačiai susijusiai grafo komponentei? 

Sekančiu paprastu pavyzdžiu galima laikyti žaidimą, kuriame 
šachmatų žirgu daromi ėjimai lentoje, prisilaikant įprastų taisyklių. 
Kadangi šachmatų lentoje yra 64 laukeliai, tai atitinkamas grafas 
turės 64 viršūnes. Lengva matyti, kad žirgu iš bet kurios pradinės 
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padėties galima pasiekti kiekvieną laukelį, t. y. šio žaidimo grafas 
yra susijęs. 

Kai kuriuose labai senuose rankraščiuose apie šachmatus 
randame tokį klausimą: ar galima iš bet kurios pradinės padėties 
apeiti žirgu visą lentą ir, pabuvojus kiekviename laukelyje tik po 
vieną kartą, sugrįžti į pradinį laukelį? Šis klausimas, savaime 
aišku, yra tolygus uždaviniui, kuriame minėtame grafe reikia 
rasti Hamiltono liniją. Yra daug šio uždavinio sprendimų. Vieną 
iš jų matome 32 brėžinyje. 


33 brėž. 


Šachmatų lentoje yra labai daug galimų žirgo ėjimų. Galima 
kelti klausimą, ar yra toks ciklas, kuris apima visus tuos ėjimus 
taip, kad kiekvienas ėjimas cikle būtų sutinkamas tik vieną kartą. 
Tai atitinka Oilerio linijos sudarymą minėtajame grafe. Kaip ma- 
tyti iš bendrojo rezultato, norint atsakyti į pateiktąjį klausimą, 
reikia išsiaiškinti, ar visų minimo grafo viršūnių laipsniai yra 
lyginiai. 33 brėžinio kiekviename laukelyje, nurodyta, kiek ga- 
limų ėjimų turi žirgas, atsidūręs šiame laukelyje, t. y. pateikti visų 
grafo viršūnių laipsniai. Matome, kad lentoje yra 8 nelyginio 
laipsnio laukeliai; vadinasi, šiame grafe Oilerio linijos nėra. 


Pratimai 


l. Kiek galimų žirgo ėjimų yra šachmatų lentoje? 

2. Išspręskite atitinkamus uždavinius, vietoj žirgo imdami karalių. 

3. Patikrinkite, kad skaičių suma 32 brėžinio kiekvienoje eilutėje ir kiek. 
viename stulpelyje yra vienoda ir lygi 260. 
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Iil skvkius 


Medžiai 


§ 1. Medžiai ir miškai 


Gam ar ———— ——A 


Medžiu vadinamas susijęs grafas, kuriame nėra ciklų; toks 
grafas, suprantama, neturi kartotinių briaunų. Iš medžio apibrė- 
žimo taip pat išplaukia, kad kiekvienos dvi jo viršūnės yra sujung- 
tos tik viena grandine. Bendresniu atveju, kai grafas nėra susijęs 
ir neturi ciklų, kiekviena susijusi jo komponentė bus atskiras 
medis. Tokį grafą, naudojantis botanikos terminais, galima va- 
dinti mišku. 


34 brėž. 


Norėdami sudaryti medį, pasirenkame kurią nors viršūnę 
A, Iš A, nubrėžiame briaunas į gretimas viršūnės A;, Ág ..., 
o iš tų viršūnių savo ruožtu išvedame briaunas į joms gretimas 
viršūnės Á}, A19, ..., Ann, Apo, ... ir t.t., kaip nurodyta 34 
brėžinyje. Iš pradžių pasirinkta viršūnė A, vadinama medžio 
šaknimi; pastebėsime, kad medžio šaknimi galima laikyti bet 
kurią jo viršūnę. 

Kadangi medis neturi ciklų, tai grandinės (arba šakos), 
išeinančios iš Á, yra izoliuotos viena nuo kitos, kaip tikro medžio 
šakos. Kiekvienoje tokio grafo šakoje turi būti paskutinė, arba 
galinė, briauna su galine viršūne, iš kurios jau nebeišeina nė viena 
nauja briauna. 
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Pastebėjus šį faktą, medį galima sudarinėti, paeiliui išvedant 
briaunas iš jo viršūnių. Tuo remdamiesi, galime lengvai nustaty- 
ti medžio briaunų skaičių. Paprasčiausias medis turi tik vieną 
briauną; tiksliau kalbant, jis yra sudarytas iš dviejų viršūnių ir 
vienos briaunos. Kiekvieną kartą, kai šakės gale pridedama nauja 
briauna, prisideda ir viena nauja viršūnė. Todėl teisinga tokia 
teorema. 


1 teorema. Medis, kuriame yra n viršūnių, turi n—1 briauną. 


k. m | 
35 brėž. 


Toliau vietoj vieno atskiro medžio nagrinėsime mišką, suda- 
rytą iš k susijusių komponenčių, kurių kiekviena yra medis (35 
brėž.). Kiekvienos komponentės briaunų skaičius yra vienetu 
mažesnis už viršūnių skaičių. Todėl bus teisinga tokia teorema. 


2 teorema. Miškas, sudarytas iš k komponenčių ir turintis 
n viršūnių, turi n—k briaunų. 

Medžiai pritaikomi labai įvairiai. Čia paminėsime tik tai, kad 
bet kurį rūšiavimo procesą galima išreikšti atitinkamu medžių. 
Sakysime, galima įsivaizduoti, kad 34 brėžinyje pateiktas laiškų 
rūšiavimo pašte aprašymas. Pradinis laiškų paketas pažymėtas 
raide A Laiškai, paliekami šalies viduje, sudaro A,; laiškai, 
siunčiami į Europą, sudaro A,; paštas į Tolimuosius Rytus — A; 
ir t. t. Vietinių laiškų paketas A, skirstomas į laiškus, siunčiamus 
į rytinę, vakarinę, centrinę sritis; paštas į Europą A, skirstomas, 
atsižvelgiant į šalis, ir t. t. 

Perforacinių kortelių rūšiavimo procesas irgi gali būti iš- 
reikštas tokiu grafu, tik šiuo atveju medis dažniausiai turi visiškai 
apibrėžtą pavidalą, nes perforacinėse kortelėse skylutės yra iš- 
dėstytos taisyklingomis kolonėlėmis, kurių kiekvienoje paprastai 
yra 10 vietų. Vadinasi, skirstant perforacines korteles pagal sky- 
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lutes pirmoje kolonėlėje, yra 10 galimų atveju: Ap, Áis ..., Ag, 
o kiekvienam šių atvejų — vėl po 10 galimų atvejų: Aoo oi 
..., Age Ir t. t. (36 brėž.). Į šį procesą galima žiūrėti kaip į sveikųjų 


Apo Assis A "r 
36 brėž. 
skaičių skirstymą į grupes, atsižvelgiant į pirmąjį, antrąjį ir t.t. 


skaitmenis. Beje, bet kuris medis gali būti laikomas kokia nors 
labai bendro pobūdžio skaičių sistema. 


= $ 2. Ciklai ir medžiai 


———————— 


Savo naująjį uždavinį suformuluosime, naudodamiesi žemės 
ūkio terminais. 37 brėžinyje pateiktas kurios nors fermos laukų 
planas. Sakykime, kad plane atvaizduoti keli ryžių laukai, esantys 
saloje; kiekvienas laukas yra apjuostas žemės pylimu, o šiuos 
pylimus savo ruožtu supa ežero vanduo. 


37 brėž, 
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Kaip visada auginant ryžius, taip ir mums reikia laukus 
užlieti vandeniu, o tam tikslui kai kuriose sienose turi būti atida- 
romos skylės. Norint sudrėkinti visus laukus, kiekviename plano 
cikle reikia, savaime aišku, pralaužti bent vieną sieną, t. y. pada- 
ryti taip, kad likusios nepralaužtos sienos sudarytų grafą be ciklų. 
Tokiu atveju kyla klausimas, kiek būtent sienų reikia pralauž- 
ti. 

Iš viso to gauname šitokį bendrą grafų teorijos uždavinį: 
kiek-mažiausiai briaunų reikia pašalinti iš duotojo susijusio grafo, 
kad likusiame grafe nebūtų ciklų? 

Sakykime, kad pirmiausia pašalinome briauną 6=(A, B), 
priklausančią kuriam nors grafo ciklui. Tokiu atveju grafas liks 
susijęs, nes, užuot briauna 6 ėję iš A į B, galėsime iš A į B nueiti 
likusia atitinkamo ciklo dalimi. Jei po briaunos £ pašalinimo 
grafe dar liks ciklų, tai tokiu pat būdu pašalinsime kitą briauną. 
Tęsdami šį procesą, galų gale gausime susijusį; grafą be ciklų, 
t. y. medį Č. 

Dabar jau lengva suskaičiuoti, kiek briaunų teko pašalinti. 
Medis Ç turi tiek pat viršūnių, kiek ir pradinis grafas G, sakysime, 
n viršūnių. Kaip įrodyta 1 teoremoje ($ 1), jo briaunų skaičius 
lygus 2—1. Vadinasi, jei pradžioje grafe G buvo A briaunų, tai 
teko pašalinti 

y=N-n41 
briaunų. Skaičius y vadinamas grafo cikline eile, arba cikloma- 
tiniu skaičiumi; jis lygus grafo G briaunų skaičiaus ir viršūnių 
skaičiaus skirtumui padidintam vienetu. 

Vadinasi, norint grafą G paversti medžiu, reikia pašalinti 
mažių mažiausiai y briaunų. Norint grafą G paversti mišku, su- 
sidedančiu iš keleto medžių, reikės iš grafo G pašalinti daugiau 
negu y briaunų, nes ( pagal 2 teoremą iš $ 1) miško, turinčio n 
viršūnių, briaunų skaičius yra mažesnis už medžio, turinčio n 
viršūnių, briaunų skaičių. 

Kaip grafas paverčiamas medžiu, parodysime, pasinaudo- 
dami 1 brėžiniu (7 psl.). Iš pradžių pašaliname briauną ED, 
priklausančią ciklui EFD, po to — briauną AD, priklausančią 
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ciklui DFA, ir pagaliau — briaunas AC ir BE. Gausime medį, 
atvaizduotą 38 brėžinyje. Iš viso pašalinome 4 briaunas: 


38 brėž. 


Pratimai 


1. Šio paragrafo išvadas patikrinkite, imdami grafus, atvaizduotus 2 ir 
37 brėžiniuose. 
2. Raskite pilno grafo ciklomatinį skaičių. 


= $ 3. Miestų sujungimo uždavinys 

Dabar grįžkime prie turinčio didelę praktinę reikšmę uždavi- 
nio, liečiančio susisiekimo priemones; iš pradžių šį uždavinį 
išreikšime kaip kelių statybos klausimą. Reikia keletą miestų 
A, B, C,... sujungti vieną su kitu, nutiesiant plentų arba geležin- 
kelių tinklą. Žinome bet kuriuos du miestus A ir B jungiančio 
kelio statybos kainą c (A,B). Reikia nutiesti tokį kelių tinklą, 
kuris būtų pats pigiausias, lyginant jį su kitais galimais tinklais. 
Užuot kalbėjus apie geležinkelių tinklą, galima būtų kalbėti apie 
elektros linijas arba apie vandens kelius, arba apie naftotiekio 
vamzdžius ir t.t. 

Tuo atskiru atveju, kai iš viso yra tik trys miestai A, B ir C, 
pakanka nutiesti vieną iš trijų galinčių tuos miestus sujungti li- 
nijų 

ABC, ACB, BAC; 
jei, be to, čia BC — pati brangiausia linija, tai kaip tik ją reikia 
išmesti, nutiesiant kelią BAC. 
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Toliau nagrinėsime bendrąjį atvejį. Pigiausio miestus jun- 
giančio tinklo grafas turi būti medis, nes, jeigu jame rastume 
ciklą, tai galėtume pašalinti vieną šio ciklo grandį, ir miestai vis 
tiek liktų sujungti. Vadinasi, norint sujungti n miestų, reikia 
nutiesti n— 1 kelią. 

Įsitikinsime, kad mažiausiai kainuojantį tinklą galima su- 
daryti, naudojantis šitokia labai paprasta ekonomiškumo taisyk- 
le. Pirmiausia sujungiame du miestus, kuriuos jungianti gran- 
dis 4 yra visų pigiausia. Kiekvieną sekantį kartą pridedame 
pigiausią iš tų grandžių 6;, kurią prijungus prie ankščiau nuties- 
tų briaunų, nesusidarys ciklas; jeigu yra keletas vienodos kainos 
grandžių, tai pasirenkame bet kurią iš jų. Kiekvieną tokiu būdu 
sudarytą medį T toliau vadinsime ekonominiu medžiu. Jo kaina 
lygi atskirų grandžių kainų sumai: 

c(C)=c(6)+c(6>)+... +c(Ė,-;). 

Dabar reikia įrodyti, kad bet kuris kitas medis 9, jungian- 
tis tas pačias viršūnes, negali būti pigesnis už ekonominį medį C. 
Tarkime, kad O — pats pigiausias medis, jungiantis duotąsias 
viršūnes, o Ç — bet kuris ekonominis medis. 


Sakykime, ekonominio medžio T briaunos 6;, $z% ... sunume- 
ruotos ta pačia eile, kuria jos buvo prijungiamos, sudarant ©. 
Jei pigiausias medis 6 nesutampa su Ç, tai medyje C yra bent 
viena briauna, kurios neturi 6.“ Tarkime, kad 6,=(A, B) — 
pirmoji tokia briauna, o (A, B) — grafo J grandinė, jungian- 
ti viršūnes A ir B (39 brėž.). Jeigu prie medžio O prijungsime 
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briauną 6;, tai grafas $+, turės ciklą C=; + P(A, B). 
Kadangi Č neturi ciklų, tai cikle € yra bent viena briauna, ne- 
priklausanti medžiui T. Pašalinę šią briauną 6;, vėl gauname 
medį 
o = e) -+ 6; E ė., 
turintį tiek pat viršūnių, kaip ir medis 6; jo kaina lygi 
c(97)=c(9)+c(6)-c(6)). 
Kadangi medžio 6 kaina yra mažiausia iš visų galimų kainų, tai 
c(6) >< (4). 
Iš kitos pusės, 6; buvo mažiausiai kainuojanti grandis, kurią 
pridėjus prie grandžių ė4, f2% ..., i- nesusidaro ciklų. Ka- 


dangi, prie tų pačių briaunų prijungus 6;, irgi nesusidaro ciklų, 
todėl 


c(6;) =c(ė;), 
ir, vadinasi, medžio 6“ kaina taip pat yra minimali: » 
C (S) = c(d’). 

Tokiu būdu, sudarėme kitą medį c$’, kurio kaina yra mini- 
mali ir kuris su ekonominiu medžių Č bendrų briaunų turi vie- 
na daugiau, negu c$. Šitą operaciją galime kartoti tol, kol galų 
gale gausime mažiausiai kainuojantį medį, sutampanti su C. 


Vadinasi, medžio C, o taip pat ir kitų ekonominių medžių kai- 
na yra visų mažiausia. 


Pratimai 


1. Plokštumoje pasirinkite šešis taškus ir sudarykite medį, kurio briau- 
nos jungia šias viršūnes ir kurio bendras ilgis yra mažiausias. 


£ 4. Gatvės ir aikštės 


Visame pasaulyje miestų valdžia labai mėgsta kaitalioti 
gatvių ir aikščių pavadinimus (vienur didesniu, kitur mažesniu 
mastu), nes ši pramoga padeda jiems maloniai praleisti laiką. 
Tarkime, kad „miesto tėvai“, norėdami, kad gatvių ir aikščių 
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pavadinimai jų mieste būtų sistemingesni, pareikalavo, kad 
kiekviena gatvė tęstųsi tik per vieną kvartalą ir vadintųsi tuo 
pačiu vardu, kaip ir viena jai gretima gatvių sankryža; pavyz- 
džiui, viename Vašingtono gatvės gale turi būti Vašingtono aikš- 
tė. 

Atitinkamą klausimą, savaime aišku, norime iškelti ir bet 
kuriam grafui. Sakysime, duotas susijęs grafas. Kokiu atveju 
kiekvienai šio grafo briaunai galima vienareikšmiai priskirti vie- 
ną jo viršūnę? 

Iš pradžių įsitikiname, kad tai visada galima padaryti, jei 
duotasis grafas yra medis. Tokiu atveju, pasirinkę bet kurią 
medžio viršūnę 4, ir laikydami ją šaknimi (34 brėž.), briaunai 
A4A; priskiriame viršūnę A,, briaunai 4,B, — viršūnę B,, briau- 
nai Cı — viršūnę C,. Po to briaunai A,A, priskiriame viršūnę 
A, ir t.t. Tokiu būdu, kiekvienai briaunai A, A; bus priskirta 
viršūnė A;, esanti toliau nuo Ap. 

B4 
C B3 


ħi 
40 brėž. 
B; 


As Az 


i Dabar tarkime, kad grafas turi ciklą "C (40 brėž.). Kiekvie- 
ną ciklo C briauną turi atitikti viena jos galinė viršūnė, t. y. vie- 
na ciklo C viršūnė. Jei, sakysime, briauną 4,4; atitinka viršū- 
nė Áa tai briauną 4,4, turi atitikti viršūnė A, ir t. t. Jeigu briau- 
na nepriklauso ciklui C, tai jai negalima priskirti viršūnės iš 
ciklo œ. 

Vadinasi, kiekvieną briauną 4,B,, kuri su ciklu C turi bendrą 
viršūnę 4,, turi atitikti viršūnė B,, o briauną B,B, — viršūnė B; 
ir t.t. Tokia grandinė 4,B,B,B,... negali grįžti į ciklą Œ, nes visos 
ciklo viršūnės jau priskirtos to paties ciklo briaunoms. Dėl tos 
pačios priežasties tokia grandinė negali grįžti ir į savo pačios 
viršūnę. 
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Taigi, matome, kad grafo dalis, kurią galima pasiekti iš 
taško A, keliu, prasidedančiu briauna A,B,, turi būti medis C, 
su šaknimi 4A,. Tą patį galima pasakyti ir apie kitas ciklo C vir- 
šūnes A;. Tačiau ką tik matėme, kad kiekvienai medžio Č, briau- 
nai galima priskirti vieną jo galinę viršūnę, būtent tą, kuri la- 
biau nutolusi nuo šaknies A,. Kadangi ciklo OC briaunas atitin- 
ka paties ciklo viršūnės 4; tai gauname tokią išvadą. 

Kiekvienai susijusio grafo briaunai galima priskirti vieną ir 
tik vieną šios briaunos galinę viršūnę tada ir tik tada, kai arba 
šis grafas yra medis, arba jis sudarytas iš vienintelio ciklo C su 
medžiais, augančiais iš jo viršūnių (41 brėž.). Kaip įrodyta I teo- 


41 brėž. 


remoje iš $ I, medžio viršūnių skaičius vienetu didesnis už jo 
briaunų skaičių; jeigu visas grafas yra ciklas arba jis susideda 
iš ciklo su medžiais, augančiais iš ciklo viršūnių, tai grafo briau- 
nų skaičius lygus jo viršūnių skaičiui. Tokiu būdu, tik šiais dviem 
atvejais galima tikėtis nustatyti reikiamą atitinkamybę tarp gra- 
fo briaunų ir viršūnių. 

Medis, atvaizduotas 34 brėžinyje, arba grafas, parodytas 
41 brėžinyje, gali būti tik labai mažo miesto gatvių planu, kai 
nėra įprastų miestui kvartalų arba kai yra tik vienas centrinis 
gyvenamasis masyvas, į kurį ateina gatvės iš miesto pakraščių. 

Ir štai, ne be pasididžiavimo savo miestu, pastebėję, jog jis 
perdaug didelis, kad būtų galima pritaikyti minėtąjį metodą, 
miesto tarybos nariai nusprendė jį pakeisti tokia taisykle: gatves 
ir aikštes reikia pavadinti taip, kad iš kiekvienos aikštės išeitų 
to paties pavadinimo gatvė; pavyzdžiui, Vašingtono aikštėje 
būtinai turi prasidėti Vašingtono gatvė. 
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Grafų teorijos kalba tai reiškia, kad kiekvienai grafo viršū- 
nei reikia vienareikšmiai priskirti ją atitinkančią briauną, išei- 
nančią Iš tos viršūnės. Būna atvejų, kai šito padaryti neįmanoma: 
sakysime, kai medžio viršūnių skaičius, kaip nurodyta 1 teore- 
moje iš $ I, yra vienetu didesnis už briaunų skaičių. Tačiau net 
ir šiųo atveju nurodytoji sąlyga beveik visiškai patenkinama. 
Pažiūrėkime į medį, atvaizduotą 34 brėžinyje. Kiekvienai jo vir- 
šūnei galima priskirti tą briauną, kuri veda iš tos viršūnės į šaknį 
A,. Tada kiekvienai viršūnei, išskyrus šaknį, bus priskirta išei- 
nanti iš jos briauna. 

Medžiai šiuo atžvilgiu yra išimtis; bendruoju atveju teisin- 
ga tokia teorema. 

Teorema. Susijusiame grafe, jeigu jis nėra medis, kiekvienai 
viršūnei galima priskirti jai gretimą briauną. 

Įrodymas. Jeigu susijęs grafas turi n viršūnių, tai jis turi 
ne mažiau kaip 2—1 briauną, o jeigu nagrinėjamas grafas nėra 
medis, tai jo briaunų skaičius didesnis už n— 1. Bet kiekvieną 
grafą galima paversti medžiu, pašalinant kai kurias grafo briau- 
nas (žr. $ 2). Tarkime, kad 64=(4,, Bo) — viena iš tų briaunų, 
kurias pašalinus, grafas virsta medžiu Č. Tašką 4, laikykime 
to medžio šaknimi. Kiekvienai medžio viršūnei, išskyrus Ag, 
galima priskirti jai gretimą briauną; po to grafo briauną ĉo ga- 
lima priskirti viršūnei 4. Tokiu būdu, kiekvieną grafo viršūnę 
atitiks viena jai gretima briauna. 

Įdomu pastebėti, kad iš pateiktų samprotavimų išplaukia 
štai kas: visada galima arba kiekvieną grafo viršūnę priskirti 
gretimai su ja briaunai, arba, atvirkščiai, kiekvieną grafo briau- 
ną priskirti gretimai su ja viršūnei. Kokiu atveju galima padaryti 
ir vienaip, ir kitaip? Kai grafo viršūnių skaičius lygus jo briaunų 
skaičiui. Toks grafas negali būti medis; jis privalo turėti 41 brė- 
žinyje nurodytą pavidalą, t. y. jame turi būti tiktai vienas ciklas 
C*), Tokiu atveju iš tikrųjų egzistuoja abiejų tipų atitinkamybė: 
briaunas atitinka viršūnės, o viršūnes — briaunos. Ciklo C 


*) Nes jo ciklomatinis skaičius lygus 1. 
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briaunos priskiriamos šio ciklo viršūnėms, kiekvieną viršūnę, 
nepriklausančią ciklui Œ, atitinka ta jai gretima briauna, kuri 
yra arčiau prie C. 


Pratimai 


1. Grafuose, atvaizduotuose 1 ir 2 brėžiniais (7—8 psl), nustatykite 
viršūnių ir joms gretimų briaunų atitinkamybę. 


|| SKYRIUS 


Atitinkamybės nustatymas 


 $ 1. Darbų skirstymo uždavinys 


—--——————— 


Sakykime, kad kurioje nors įstaigoje yra keletas skirtingų 
laisvų tarnybos (darbo) vietų ir grupė asmenų nori šias vietas 
užimti. Kiekvienas pretendentas pakankamai gerai moka dirb- 
ti kelis, bet, apskritai imant, ne visus įstaigos siūlomus darbus. 
Kyla toks klausimas: ar galima kiekvienam šių asmenų paskir- 
ti vieną iš turimų darbų, kuriam atlikti jis yra tinkamas? 


42 brėž. 


Pateiktą uždavinį irgi galima išreikšti atitinkamu grafu, 
kuris šį kartą bus gana specialaus tipo. Kaip minėjome, yra as- 
menų grupė, kurią žymėsime raide M, ir tam tikra vietų, arba 
pareigų, aibė P. Sudarysime grafą, kurio briaunos (m, p) jungia 
kiekvieną asmenį 22 iš aibės M su tomis pareigomis p iš aibės 
P, kurias šis asmuo gali atlikti. Šiame grafe nebus briaunų, kurios 
jungtų vieną su kita dvi viršūnes iš aibės M arba dvi viršūnes 
iš aibės P, todėl grafas atrodys taip, kaip atvaizduota 42 brėži- 
nyje. 

Jei grafo viršūnių aibę galima suskaidyti į dvi tokias aibes 
M ir P, kad dvi bet kurios viršūnės, priklausančios tai pačiai 
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aibei (M arba P), nėra sujungtos briauna, tai jis vadinamas dvi- 
skilčiu grafu. 

Aišku, ne visada galima kiekvienam pretendentui rasti tin- 
kamą darbą: tam mažų mažiausiai būtina, kad vietų skaičius 
būtų ne mažzsnis už žmonių skaičių. Tačiau ir ši sąlyga dar nė- 
ra pakankama. Tarkime, pavyzdžiui, kad pretendentų grupę 
sudaro du dailidės ir asmuo, kuris gali dirbti tiek dailidės, tiek 
ir santechniko darbą, o įstaigai reikia keturių specialistų — vie- 
no dailidės ir trijų santechnikų. Savaime aiškų, kad šiuo atveju 
vienas dailidė liks be darbo, nors vietų turime daugiau kaip as- 
menų, norinčių jas užimti, ir tarp šių asmenų yra abiejų reikalin- 
gų specialybių atstovai. 

Sakykime, jog asmenų, norinčių gauti darbo, iš viso yra N. 
Kad darbų paskirstymo uždavinys būtų išsprendžiamas, turi 
būti patenkinta šitokia savaime aiški sąlyga. 

Sudarius bet kurią grupę iš k asmenų (k=1, 2, ..., N), turi 
būti bent k tokių vietų, kad bet kurią iš jų galėtų užimti kas nors 
iš pasirinktųjų pretendentų (t. y. k tokių darbų, kurių kiekvieną 
gali atlikti pasirinktoji k asmenų grupė). 

Jei, sakysime, vienas žmogus yra dailidė, o kitas — ir daili- 
dė, ir santechnikas, o reikia dviejų santechnikų, tai nurodytoji 
sąlyga patenkinta, imant k=2, bet nepatenkinta, kai k=1; to- 
dėl abiejų paminėtų asmenų iš karto neįmanoma įdarbinti. 

Kursyvu atspausdintą sąlygą, norėdami trumpiau išsireikš- 
ti, toliau vadinsime įvairumo sąlyga. Pagrindinis mūsų tiks- 
las — įrodyti, kad ši sąlyga yra pakankama. 

1 teorema. Jei įvairumo sąlyga patenkinta, tai kiekvienam 
asmeniui galima paskirti jam tinkantį darbą. 

Šią teoremą įrodyti ne taip jau paprasta. Savaime aišku, 
kad ji teisinga, kai N=1; jeigu yra tik vienas žmogus, galįs dirbti 
nors vieną iš siūlomų jam darbų, tai jis gali šį darbą gauti. Kai 
N=2, įvairumo sąlyga garantuoja, kad yra bent du darbai, kurių 
kiekvieną gali dirbti bent vienas iš tų dviejų asmenų. Be to, iš 
tos sąlygos išplaukia, kad čia tokio nemalonaus atsitikimo, ku- 
ris įvyko aukščiau pateiktame pavyzdyje su dailide ir santechni- 
ku, negali būti, nes ir vienas, ir kitas asmuo gali dirbti bent vieną 


49 


siūlomą darbą. Vadinasi, ir šiuo atveju abu žmones galima įdar- 
binti. 

Įsitikinome, kad teorema teisinga, kai N=1 ir kai N=2. 
Kyla mintis pamėginti jos bendrąjį atvejį įrodyti matematinės 
indukcijos metodu. Todėl tarsime, kad nurodytas teiginys teisin- 
gas, kai žmonių skaičius ne didesnis už N-— 1, ir įrodysime, kad, 
esant šiai prielaidai, ji teisinga grupei iš M žmonių. 

Kai įvairumo sąlyga patenkinta, ji gali būti patenkinta su 
pertekliumi ir be jo, būtent, gali atsitikti, kad bet kuri k žmonių 
grupė (k=1, 2, ..., N—1) sugeba atlikti daugiau kaip k darbų 
(sąlyga tenkinama su pertekliumi), o gali būti ir taip, kad, imant 
kurį nors k, (k„=1, 2, ...., N-1), yra tokia k, žmonių grupė, 
kuri sugeba atlikti tik k, darbų (sąlyga tenkinama be pertekliaus). 
Įsitikinsime, kad abiem atvejais kiekvienam iš V asmenų galima 
paskirti atitinkamą darbą. 

Jeigu įvairumo sąlyga tenkinama su pertekliumi, tai pasi- 
rinksime vieną iš tų N žmonių ir paskirsime jam vieną iš tų dar- 
bų, kuriuos jis moka dirbti. Iš likusiųjų /-— 1 žmonių kiekviena 
k žmonių grupė (imant bet kurį k) gali atlikti mažiausiai k darbų, 
nes iš siūlytų pradžioje darbų buvo bent k+1 darbų, kuriuos 
galėjo atlikti šios grupės žmonės, o dėl pirmojo paskyrimo į dar- 
bą netekta daugių daugiausia vieno jiems tinkančio darbo. Pagal 
indukcijos prielaidą tokiu atveju kiekvienas iš šitų V—1 žmonių 
gali būti aprūpintas jam priderančiu darbu. 

Jeigu įvairumo sąlyga tenkinama be pertekliaus, tai imsime 
kurią nors grupę Aj, sudarytą iš k, žmonių (k,< N), sugebančių 
atlikti tik kọ darbų. Iš įvairumo sąlygos matyti, kad kiekvienai 
grupei, kurią sudaro k žmonių iš A, (k=1, 2, ..., ko), galima su- 
rasti ne mažiau kaip * tinkamų darbų. Kaip nurodyta indukci- 
jos prielaidoje, k, žmonių, sudarančių aibę Ag, galima aprūpinti 
darbu. Dabar imsime likusių N— k, asmenų grupę. Reikia įro- 
dyti, kad įvairumo sąlyga lieka patenkinta, imant tik likusius 
darbus, t. y. kad kiekvienai grupei B, sudarytai iš k žmonių (k= 
=], 2, ..., N-—k,), atsiras bent k laisvų vietų, kurių kiekvieną 
jie gali užimti. Norėdami tuo įsitikinti, tarkime, kad kurios nors 
grupės B žmonės sugeba atlikti tik. k’ darbų ir k' < k. Tada žmonės 
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iš grupės 4,48, kurioje yra k,4-k žmonių, sudarančių grupes 
A, ir B, iš pradžių galėjo atlikti tik kọ+ k’ darbų, o tai prieštarau- 
ja prielaidai, kad įvairumo sąlyga buvo patenkinta. Vadinasi, 
likusioje N— k, žmonių aibėje įvairumo sąlyga tenkinama; to- 
dėl, kaip nurodyta indukcijos prielaidoje, šiuos žmones irgi įma- 
noma paskirstyti į likusias jiems tinkamas vietas. Tuo teoremos 
įrodymas ir baigiamas. 
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43 brėžinyje atvaizduotas grafas, imant N=6. Pirmosios 
trys viršūnės, esančios apatinėje eilėje, vaizduoja trijų (k,= 3) 
žmonių grupę 4. Tie žmonės gali užimti atitinkamai santechniko 
(s), dailidės arba santechniko (ds) ir dailidės (d) vietas. Briaunos 
veda į atitinkamas pareigas (taškai viršutinėje eilėje). Likusios 
trys viršūnės (N—k,=3) vaizduoja tris asmenis, kurie gali atlik- 
ti atitinkamai mūrininko (m), santechniko (s) ir tinkuotojo 
(t) darbus. Pastebėsime, kad įvairumo sąlygos netenkina grupė 
B, sudaryta iš mūrininko ir santechniko, nes tarp likusių laisvų 
vietų yra mūrininko vieta, bet nėra santechniko vietos. Aišku, 
kad įvairumo sąlygos netenkina ir penkių žmonių aibė +B, 
nes tėra tik keturi jiems tinkami darbai. 


§ 2. Kiti formulavimai 


Įvesdami dviskiltį grafą, kurių vienas vaizduojamas 42 brėži- 
nyje, vieną jo viršūnių aibę M laikėme norinčių gauti darbą žmonių 
aibe, o kitą aibę P — atitinkamų darbo vietų aibe. Dabar tarki- 
me, kad kiekvienam minėtų asmenų galima paskirti tinkamą 
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darbą. Grafų teorijos kalba tai reiškia, kad iš kiekvienos viršū- 
nės, priklausančios aibei M, išeina briauna; be to, nėra dviejų 
briaunų, kurios eitų į tą pačią viršūnę, priklausančią aibei P. 
p Tokiu atveju sakoma, kad 
viršūnių aibė M atvaiz- 
duota į viršūnių aibę P 
(44 brėž.). Jau įsitikinome, 
kad toks aibės M atvaiz- 
davimas į aibę P galimas 
44 brėž. tada ir tik tada, kai tenki- 
nama įvairumo sąlyga, t. y. 
kai bet kuri k viršūnių, priklausančių aibei M, grupė yra 
sujungta briaunomis bent su K skirtingų viršūnių, esančių 
aibėje P. Jei aibės M ir P turi vienodą skaičių viršūnių, tai toks 
atvaizdavimas yra abipus vienareikšmė atitinkamybė tarp ai- 
bių M ir P; atitinkančios viena kitą viršūnės sujungtos grafo briau- 
nomis (45 brėž.). 


45 brėž. 


Uždavinį, kuriame reikia nustatyti kurią nors atitinkamybę 
tarp grafo viršūnių, galima formuluoti ir kitaip; čia nurodysime 
keletą tokių formulavimų. Tarkime, pavyzdžiui, kad jaunuolių 
grupėje yra k vaikinų ir k merginų. Kai kurie šių jaunuolių jau 
pažįsta vienas kitą, todėl kyla klausimas: kokiu atveju galima 
juos suskirstyti į poras šokiams taip, kad kiekvienas vaikinas 
šoktų su pažįstama mergina? 

Taip pat galima minėtą uždavinį pakeisti, išreiškiant jį ši- 
taip: mažame kaime yra tiek pat suaugusių vaikinų, kiek ir mer- 
ginų. Papročiai draudžia vaikinui vesti artimą giminaitę — seserį, 
netikrą seserį ir pusseserę. Kokia sąlyga turi būti patenkinta, kad 
kiekvienas vaikinas galėtų susirasti nuotaką iš to paties kaimo ? 
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Kaip ir anksčiau, atitinkamu dviskilčiu grafu galima nurodyti, 
kurias merginas leidžiama vesti kiekvienam jaunuoliui — čia grafo 
viršūnės sujungiamos briauna tik tuo atveju, kai atitinkami asme- 
nys (vaikinas ir mergina) nėra artimi giminaičiai. 

O štai dar vienas šio uždavinio variantas. Jūsų mokykloje 
yra keletas būrelių, kuriuos susitarsime žymėti raidėmis C: 


E Coresi Or 


Kiekvienam būreliui, savaime aišku, reikia išsirinkti seniūną. 
Kad mokiniai nebūtų perkrauti, pedagogų taryba nutarė, kad 
bet kuris mokinys gali būti tik vieno būrelio seniūnu. Vėl kyla 
klausimas: kokiomis sąlygomis šis nutarimas įvykdomas? Aišku, 
kad tai ne visada bus įmanoma: jei mokykla nedidelė, o būrelių 
labai daug, tai tokio reikalavimo patenkinti neįmanoma. 

Spręsdami šį uždavinį, vėl pasinaudosime dviskilčių grafu. 
Šiuo atveju viena grafo viršūnių aibė bus sudaryta iš N būrelių, 
o kita viršūnių aibė P — tai visų mokyklos mokinių aibė. Jei mo- 
kinys p yra būrelio C, narys, tai būrelį C, su mokiniu p sujung- 
sime briauna. Tada įvairumo sąlyga bus nusakoma šitaip: kiekvie- 
nai k būrelių grupei (k=1, 2, ..., N) turi priklausyti bent k skir- 
tingų mokinių. Iš aukščiau įrodytos teoremos matyti, kad, esant 
šiai sąlygai patenkintai, visi būreliai gali turėti skirtingus seniū- 
nus. 

Šitaip išreikštas uždavinys visiškai sutampa su teorema, 
kurią 1935 m. paskelbė anglų matematikas Filipas Holas. Duota 
N aibių C, kurių kiekviena sudaryta iš elementų p; visi elemen- 
tai p kartu sudaro kurią nors aibę P. Reikia: kiekvienai aibei 
C, priskirti vieną jos elementą p; taip, kad skirtingas aibes ati- 
tiktų skirtingi elementai iš P. Tai įmanoma tik tada, kai tenkina- 
ma šitokia sąlyga: kiekvienai k aibių C; grupei (k=1, 2, ..., N) 
turi priklausyti bent po k skirtingų elementų iš P, 

Grįžkime dar kartą prie formulavimo nagrinėjamo uždavi- 
nio, susijusio su mokykloje veikiančiais būreliais. Kai būrelių 
skaičius pernelyg didelis, dažnai būna sunku patikrinti, ar ten- 
kinama įvairumo sąlyga. Todėl natūraliai kyla šitoks klausimas: 
ar galima nurodyti kokią nors paprastą būrelių sudarymo taisyk- 
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lę, jog būtų garantuota, kad kiekvienas būrelis galės išsirinkti 
atskirą seniūną? 

Tai iš tikrųjų įmanoma padaryti. Norėdami parodyti, kas 
čia turima mintyje, tarsime, kad kiekvienas būrelis turi ne mažiau 
kaip penkis narius. Tada atitinkamame grafe iš viršūnės C,, pri- 
klausančios aibei C, bus nubrėžtos bent 5 briaunos. Pasirinkę 
bet kurią k būrelių grupę, turėsime ne mažiau kaip 5 k briaunas, 
einančias iš atitinkamų aibės C viršūnių į aibės P viršūnes (žr. 
46 brėžinyje, kuriame k=4). Jeigu reikalausime, kad kiekvienas 


3 4 5 


A 7 
ORKA 


AAA 


J Čo Čą 


mokinys dalyvautų ne daugiau kaip penkiuose būreliuose, tai 
briaunos iš k būrelių turės eiti ne mažiau kaip į k viršūnių, pri- 
klausančių P, o tai reiškia, kad įvairumo sąlyga bus išpildyta. 

Atliktasis samprotavimas yra visiškai bendro pobūdžio, 
todėl galima suformuluoti šitokį rezultatą. 

Reikalausime, kad kiekviename būrelyje dalyvautų ne mažiau 
kaip t mokinių ir, be to, kad kiekvienas mokinys būtų ne daugiau 
kaip t būrelių narys. Tokiu atveju visada tie būreliai galės išsirink- 
ti skirtingus seniūnus. 


Pratimai 


1. Sugalvokite tokį būrelių aibės pavyzdį, kad būreliai negalėtų išsirink- 
ti skirtingų seniūnų. 

2. Klasėje yra 12 mokinių, Kiek galima sudaryti būrelių, kuriuose būtų 
po tris mokinius? Ar gali visi šie būreliai turėti skirtingus seniūnus? 

3. Grafe, atvaizduotame 42 brėžinyje, nurodykite vieną iš galimų aibės 
M atvaizdavimų į aibę P. 
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$ 3. Turnyrinės lentelės 


Kiekvienose pirmenybėse tenka susidurti su klausimu, kaip 
atskirus dalyvius suskirstyti poromis. Kartais šis uždavinys iš- 
sprendžiamas lengvai. Jeigu, pavyzdžiui, susitarta, kad po kiek- 
vieno rato visi pralaimėjusieji netenka teisės žaisti toliau, tai iš 
likusiųjų dalyvių sudaromos naujos poros; be to, galimas daik- 
tas, kad vienas dalyvis (kai jų skaičius nelyginis) atitinkamame 
rate nedalyvaus. 

Šis uždavinys šiek tiek sunkiau sprendžiamas tuo atveju, 
kai pirmenybės vykdomos „ratų sistema“, kaip dažniausiai vyks- 
ta šachmatų turnyrai. Tada bet kuris dalyvis turi Žaisti su kiek- 
vienu kitu dalyviu, todėl svarbu iš anksto paruošti turnyrinę len- 
telę. 


Minėtąją situaciją irgi patogu atvaizduoti atitinkamu gra- 
fu. Tarsime, kad turnyre dalyvauja N Žaidėjų, todėl kiekvienas 
jų N-1 kartą susitinka su likusiais dalyviais. Kiekvieną porą, 
kaip ir anksčiau, vaizduosime briauna (4, B), jungiančia du žai- 
dėjus, t. y. dvi grafo viršūnes A ir B. Visus galimus susitikimus 
tada vaizduos pilnasis grafas, turintis N viršūnių; toks grafas, 
kai N=6, pateiktas 47 brėžinyje. 

Kiekvienam rate iš dalyvių kokiu nors būdu sudaromos 
poros. Kol kas tarkime, kad N-—lyginis skaičius; tada minėtąjį 
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suskirstymą poromis Įmanoma atlikti. Suskirstymą poromis gra- 
fe atitinka + N negretimų briaunų pasirinkimas, imant po vieną 
briauną iš kiekvienos viršūnės. Sekančiam ratui galime pasi- 
rinkti naują aibę, sudarytą iš N briaunų, ir t. t.; tai tęsiame tol, 


ko! sužaidžiami visi susitikimai. 47 brėžinyje briaunos sužymėtos 
tokiu būdu: briaunos, prie kurių parašytas skaičius 1, reiškia 
poras, susitinkančias pirmajame rate; briaunos, prie kurių para- 
šytas skaičius 2, — poras, susitinkančias antrajame rate, ir t. t. 


Kai pirmenybėse dalyvauja daug žaidėjų, praktiškas tokios 
lentelės sudarymas visiems būsimiesiems ratams iš karto yra gana 
sunkus darbas, jei nenurodoma kokio nors sisteminio metodo. 
Daugelyje žinynų, skiriamų pirmenybių organizatoriams, patal- 
pintos smulkios lentelės, nurodančios, kaip iš dalyvių sudaromos 
poros įvairiems dalyvių skaičiams (N=6, 8, 10, 12 ir t. t.). Suda- 
rant tokią lentelę, dalyvių skaičių M galima laikyti lyginiu. Jeigu 
iš tikrųjų jis yra nelyginis, tai visada galima pridėti vieną fiktyvų 
dalyvį F, susitarus, kad privalantis Žaisti su F dalyvis tame rate 
faktiškai nežaidžia. 

Aprašysime paprastą ir visiškai bendrą metodą pirmenybių 
lentelei sudaryti, kai dalyvių skaičius M yra lyginis. Žaidėjus 
žymėsime numeriais 1, 2, ..., N ir šiuos skaičius natūralia eile 
surašysime pirmoje kvadratinės lentelės eilutėje. Sekančioje tos 
lentelės eilutėje norime išdėstyti šių Žaidėjų varžovus pirmame 
mačo rate. Panašiai trečioje eilutėje surašysime tų pačių Žaidėjų 
1,2, ..., N varžovus antrame rate ir t. t. Šitaip tęsime, kol kiekvie- 
nam žaidėjui nebus priskirtas jo varžovas bet kuriame rate. Sa- 
vaime aišku, kad ši lentelė turi būti tokia, kad bet kuri varžovų 
pora joje būtų įrašyta tik vieną kartą. Kaip tai padaryti, nurody- 
ta 48 brėžinio lentelėje. Norint sužinoti j-jo Žaidėjo varžovą 
k-tame rate, pakanka pažiūrėti į tos lentelės j-jo stulpelio ir 
(k +1)-sios eilutės susikirtimą. 

Lentelė sudaryta tokiu būdu. 

Pirmoje eilutėje, kaip jau minėjome, surašėme žaidėjų nu- 
merius nuo 1 iki N; tuos pačius skaičius sųrašėme ir pirmame 
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stulpelyje. Dabarį N — 1 likusių vietų, esančių kiekvienoje eilutėje, 
cikliškai rašome skaičius nuo 2 iki V mažėjančia eile. N pirmųjų 
eilučių pradedamos lyginiais skaičiais: 2, 4, ..., N; šios eilutės 
atrodo šitaip: 


2 N N-! -4 3 
4 3 2 NN-1... 6 5 


N N-I N-2 . i esn 2 

Likusios eilutės prasideda nelyginiais skaičiais: 3, 5, „.., N-—l 
ir sudarytos šitaip: 

3 2 NN-L1. T: 

5 4 3 2 NN-1...7 
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Pastebėsimę, kad šioje lentelėje nėra skaičiaus 1; kita vertus, 
kadangi niekas nežaidžia pats su savimi, tai skaičius, parašytas 
stulpelio viršuje, tame stulpelyje neturi pasikartoti. Abu šiuos 
trūkumus pašalinsime, jei skaičius, surašytus pagrindinėje įstri- 
žainėje, pakeisime vienetu, kaip nurodyta 48 brėžinyje. Dabar 
kiekvienas žaidėjas po savo numeriu ras numerį to varžovo, su 
kuriuo jis privalo žaisti atitinkamame rate. Pavyzdžiui, žaidėjas 
4 pirmajame rate susitinka su žaidėju N— 1, antrajame rate — 
su žaidėju 2, trečiajame rate — su žaidėju 1, ketvirtajame rate — 
su žaidėju 6 ir t. t.; paskutiniame (N— 1)-jame rate jis susitinka 
su žaidėju N-3. 


Pratimai 


1. Sudarykite pirmenybių lentelę, kai N=6, 8, 10. 

2. Įrodykite, kad aukščiau pateiktą lentelę tikrai galima laikyti pirme- 
nybių grafiku: tam tikslui reikia patikrinti, kad 

a) kiekvienas dalyvis šiose pirmenybėse žaidžia tik po vieną kartą su 
kiekvienu kitu dalyviu; 

b) kiekvienas dalyvis skirtinguose ratuose turi skirtingus varžovus; 

c) jei kuriame nors rate dalyvis j žaidžia su dalyviu k, tai lentelėje daly- 
viui k varžovu tame rate turi būti nurodytas dalyvis J. 


| SKYRIUS 


Orientuoti grafai 


A $ 1. Dar karfą apie sportines varžybas 

Pirmajame skyriuje, įvesdami grafo sąvoką, kaip pavyzdį 
ėmėme sportinių komandų varžybas. Dvi komandas, sakysime, 
A ir C, jungėme briauna AC tuo atveju, kai šios komandos jau 
buvo žaidusios viena su kita (žr. 1 brėžinį 7 puslapyje). Tačiau 
šitoks grafas neatsako į vieną labai svarbų klausimą: kas laimėjo 
šį susitikimą? 

Minėtąjį trūkumą labai lengva pašalinti. Jei komanda 4 lai- 
mėjo prieš komandą C, tai susitarsime briaunoje AC nubrėžti 
rodyklę, nukreiptą iš taško A į tašką C. Sakykime, kad Žinome 
visų įvykusių rungtynių rezultatus ir grafą, pateiktą 1 brėžinyje, 
papildėme atitinkamomis rodyklėmis; tokiu būdu gauname, 


49 brėž. 


pavyzdžiui, grafą, atvaizduotą 49 brėžinyje. Iš šio grafo matyti, 
kad komanda A laimėjo prieš C, komanda F pralaimėjo koman- 
dai D, o B laimėjo visus susitikimus — su C, E, F tr t. t. 
Grafas G, kuriame nurodyta kiekvienos jo briaunos kryptis, 
vadinamas orientuotu grafu. Tokiame grafe, kaip ką tik 
matėme, gali būti sukaupta informacija apie komandų arba at- 
skirų žaidėjų rungtynių rezultatus. Atvirkščiai, kiekvieną orien- 
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tuotą grafą galima laikyti kokių nors varžybų rezultatų geomet- 
riniu atvaizdavimu. 

Čia tylomis aplenkėme vieną klausimą: ką daryti, jei kurios 
nors rungtynės baigiasi lygiomis? Bet kuriose pirmenybėse lygio- 
sios būna nemalonus kliuvinys, skaičiuojant taškus. Dažnai, 
sakysime, žaidžiant tenisą arba skvošą*?, nustatomos tokios žaidi- 

mo taisyklės, kad lygiųjų 


į iš viso negali būti. Kituose 
žaidimuose, sakysime, gol- 
fe arba futbole, kai susi- 
tikimas baigiasi lygiomis, 

DTS c žaidėjams arba koman- 

50 brėž. doms tenka žaisti papil- 


domas rungtynes. Jeigu 
lygiųjų išvengti neįmanoma, tai jas galima atvaizduoti gra- 
fe, paliekant atitinkamas briaunas neorientuotas. Tokiu atve- 
ju gauname vadinamąjį mišrųjį grafą, kuriame yra ir orien- 
tuotų, ir neorientuotų briaunų. Toliau pamatysime, kad tokio 
tipo grafų pasitaiko, nagrinėjant ir kitus klausimus. 

Mišriojo grafo pavyzdį turime 50 brėžinyje; šiame grafe 
pateikti keturių komandų A, B, C ir D susitikimų rezultatai: ko- 
manda A nugalėjo B ir C ir sužaidė lygiomis su D; B pralaimėjo 
komandai A, sužaidė lygiomis su C ir nugalėjo D; C pralaimėjo 
komandai A, nugalėjo D ir sužaidė lygiomis su B; D sužaidė 
lygiomis su A ir pralaimėjo komandoms B ir C. 


$ 2. Vienpusis judėjimas 


Žemėlapyje atvaizduotas kelių arba gatvių tinklas yra tru- 
putį specifinis, bet užtat vaizdus grafo pavyzdys. Šiuolaikiniame 
miesto plane turi būti ne tik parodytas gatvių ir jų sankryžų 
išsidėstymas, bet ir pažymėta, kuriose gatvėse transporto prie- 
monėms leidžiama važiuoti abiem kryptimis ir kuriose — tik 


*) Žaidimas sviediniu, panašus į tenisą. 
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viena kryptimi. Be to, pastaruoju atveju būtina nurodyti ir judė- 
jimo kryptį. Vadinasi, toks planas yra arba orientuotas, arba 
(dažniausiai) mišrusis grafas (kai vienpusis judėjimas įvestas 
ne visose miesto gatvėse; 51 brėž.). Beje, pastaruoju atveju, pa- 


51 brėž, 


sinaudojant metodu, kuris dažnai taikomas grafų teorijoje, gra- 
fą galima padaryti orientuotu; tam reikalui pakanka kiekvieną 
neorientuotą briauną pakeisti dviem orientuotomis briaunomis, 
jungiančiomis tas pačias viršūnes ir turinčiomis priešingas kryp- 
tis. 

Nagrinėjant vienpusį judėjimą mieste, kyla klausimai, kuriais 
domisi ir bendroji grafų teorija. Sakykime, kad mieste nutarta 
įvesti naujas judėjimo taisykles, pagal kurias judėjimas visose 
gatvėse tampa vienpusiu. Su tuo, žinoma, negalėtume sutikti, 
jeigu pasirodytų, kad, laikantis naujųjų taisyklių, ne visuomet 
galima nuvažiuoti iš vienos vietos į kitą. Kyla klausimas: kada 
miesto gatves galima orientuoti taip, kad iš bet kurio punkto 
būtų įmanoma nuvažiuoti į bet kurį kitą punktą, nepažeidžiant 
judėjimo taisyklių? Atitinkamas grafų teorijos uždavinys formu- 
luojamas šitaip: kokią sąlygą turi tenkinti grafas G, kad jo briau- 
nas būtų galima orientuoti taip, jog bet kurias dvi jo viršūnes 
jungtų orientuota grandinė? 

Toks grafas, suprantama, turi būti susijęs. Tačiau to nepa- 
kanka. 
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Jei grafo briauna €=(A, B) yra vienintelis kelias nuvykti 
iš Æ į B arba atgal, tai ją vadinsime siejančiąja briauna, ar- 
ba sąsmauka. Siejančioji briauna visas grafo viršūnės su- 
skirsto į dvi aibes: tas viršūnes, į kurias galima patekti iš A, nei- 
nant briauna 4, ir tas, į kurias galima nuvykti iš B, neinant briau- 
na 6. Vadinasi, grafas šiuo atveju susideda iš dviejų dalių G, ir 
G», kurias jungia tik briauna @ (52 brėž.). 

Miesto plane siejančioji briauna — vienintelė magistra- 
lė, jungianti atskiras miesto dalis. Tai gali būti vienintelis tiltas 
per upę arba vienintelis geležinkelio tunelis. Aišku, jei tokioje 
magistralėje įvestų vienpusį judėjimą, tai pasidarytų neįmanoma 
nuvažiuoti iš vienos miesto dalies į kitą. 


Anksčiau (lH sk. $ 1) galine briauna pavadinome tokią 
briauną 6 =(A, B), kurios vienas galas, pavyzdžiui, viršūnė A, 
nepriklauso jokiai kitai grafo briaunai (53 brėž.). Šitokią briau- 
ną irgi tenka laikyti siejančiąja briauna, nes, išskyrus 4, nėra 
kelio, jungiančio A su B. Galima tiesiog galvoti, kad šiuo atveju 
52 brėžinio grafas G, yra „sutrauktas“ į vieną viršūnę Æ. Miesto 
plane galinė briauna vaizduoja akligatvį; įvesdami jame vienpusį 
judėjimą, užblokuotume arba įvažiavimą į A, arba išvažiavimą 
iš A. 

Jeigu £,=(A,, B,) nėra siejančioji briauna, tai galima nurodyti 
ir kitą kelią, jungiantį A, su B,, bet neinantį briauna 6, (54 brėž.). 
Todėl tokią briauną 6, vadinsime cikline briauna. Vadinasi, 
grafe yra dviejų tipų briaunos — ciklinės ir siejančiosios. 

Dabar galima įrodyti šitokią teoremą. 
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1 teorema. Jeigu G — neorientuotas susijęs grafas, tai, pa- 
likus siejančiąsias briaunas neorientuotas, galima orientuoti visas 
ciklines briaunas iš G taip, kad bet kurias dvi to grafo viršūnes 
būtų įmanoma sujungti orientuota grandine. 

Kalbant apie miesto planą, šį teiginį galima suformuluoti 
taip: palikus dvipusį judėjimą tik tiltais (kai minimas tiltas yra 
vienintelis tiltas per upę) ir akligatviuose, visose kitose gatvėse 
galima įvesti tokį vienpusį judėjimą, kad transportas jungtų 
visas miesto dalis. 

Šią teoremą galima įrodyti, tiesiog aprašant, kaip reikia mi- 
nėtam tikslui orientuoti grafo briaunas. Pirmiausia pasirinksime 
bet kurią grafo G briauną €=(A, B). Jeigu € — siejančioji briauna, 
tai ji lieka dvipusė, todėl briauna 4 galėsime nueiti iš B į A ir 
atgal (55 brėž.). Jeigu 6 — ciklinė briauna, tai ji priklauso kuriam 
nors ciklui C, o tokiu atveju visose ciklo C briaunose galima įves- 
ti ciklinį orientavimą; savaime aišku, kad iš kiekvienos ciklo Œ 
viršūnės bus galima nueiti į bet kurią kitą jo viršūnę, laikantis 
briaunose nurodytų krypčių (56 brėž.). 


B 


E A Fi P 
A 
55 brėž. 56 brėž. 


Minėtąjį procesą galima pratęsti. Sakykime, kad nurodytu 
būdu jau orientavome tam tikrą nagrinėjamojo grafo G dalį H 
taip, kad iš bet kurios grafo H viršūnės galima nueiti į bet kurią 
kitą jo viršūnę, laikantis vienpusio judėjimo taisyklių. Kadangi 
G — susijęs grafas, tai arba H sutampa su visu grafu G, arba yra 
tokia briauna €=(4, B), kuri „liečia“ H, t. y. briauna ĝ nepri- 
klauso H, bet viena jos viršūnė, sakysime A, priklauso H. 
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Jeigu 6 — siejančioji briauna AB, tai, kaip jau susitarėme, 
ji lieka dvipuse. Tokiu atveju, imant bet kurią grafo H viršūnę 
X, galima nurodyti orientuotą grandinę 2, jungiančią X su A, 
o tuo pačiu ir su B (prijungus briauną 6). Atvirkščiai, iš viršūnės 
B briauna £ galima nueiti į A, o po to — orientuota grandine 
Œ — nuo A iki X (57 brėž.). Prijungę 6 prie H, gauname jau 
didesnę grafo G dalį, turinčią reikalaujamą savybę. 


b- 


57 brėž. 


Tuo atveju, kai 6=(A, B) — ciklinė briauna, ji priklauso 
kuriam nors ciklui C. Cikle Œ nustatysime kryptį iš A į B, o to- 
liau eisime ciklu C iki pirmos šio ciklo viršūnės D, priklausančios 
H (58 brėž.). Visas šias briaunas prijungsime prie H. Sakykime, 
kad X — bet kuri grafo H viršūnė, o Y — bet kuri C viršūnė. 


iš Y galima ciklu C pasiekti viršūnę D, o iš jos orientuota ir pri- 
klausančia H grandine <Æ nueiti iki X. Todėl orientuotas grafas, 
gautas, prie H prijungus minėtas ciklo Œ briaunas, irgi tenkina 
nurodytąsias sąlygas: tai, kad iš bet kurios prijungtos ciklo C 
viršūnės galima nueiti į kiekvieną kitą to ciklo viršūnę, laikantis 
apribojimų, susijusių su briaunų orientavimų, yra savaime aiškus 
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faktas (58 brėž.). Tęsdami šį procesą, galų gale orientuosime rei- 
kalaujamu būdu visą pradinį grafą G. 

Miesto gatvėse, įvedus vienpusį judėjimą, galima žymiai pa- 
didinti transporto judėjimo greitį, bet dėl to vairuotojui, norin. 
čiam automašina apvažiuoti nepažįstamą miestą, tenka spręsti 
tikrus galvosūkius. Kai gatvėse leidžiamas abipusis judėjimas, 
minėtam tikslui būtų galima pasinaudoti, pavyzdžiui, metodu, 
išdėstytu II skyriaus $4. Tačiau ten esmę kaip tik sudarė tai, kad 
kiekviena briauna galima eiti abiem kryptimis. Jeigu visose ar 
nors kai kuriose gatvėse įvestas vienpusis judėjimas, tai uždavinys 
pasidaro žymiai sudėtingesnis net ir tuo atveju, kai tenkinama bū- 
tina sąlyga, kad egzistuoja bent viena orientuota grandinė, jungian- 
ti bet kurias dvi grafo viršūnes. 

Bendra problema yra šitokia: kaip reikia judėti grafo briau- 
nomis, laikantis jose nurodytų krypčių, kad galų gale apeitume 
visas briaunas? Tam reikalui, be abejo, reikia turėti gerą atmintį, 
o dar geriau būtų iš anksto nusibraižyti eskizą grafo, kurį sudaro 
gatvių tinklas. l 

Išvykstame iš kurio nors taško a, viena iš jo išeinančia gatve. 
Pravažiuodami sankryžą, brėžinyje pasižymime, kuria gatve at- 
vykome į sankryžą ir kuria gatve iš jos išvykstame; tolesniems 
reikalams naudinga dar pasižymėti kitas gatves, ateinančias 
į šią sankryžą, kartu su jų kryptimis. Po kurio laiko grįšime į 
vieną iš tų sankryžų a,, kurioje jau buvome anksčiau (59 brėž.). 


59 brėž. 


Pasižiūrime į iš anksto susidarytą planą. Jeigu jau aplankėme 
visas miesto gatves, tai užsibrėžtas uždavinys jau išspręstas. 
Priešingu atveju bus kokia nors gatvė (c, d), kuria dar nevažiavo- 
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me. Pagal prielaidą egzistuoja orientuota grandinė, jungianti a, 
su c; šia grandine pasiekiame c, o po to vykstame gatve (c, d). 
(Savaime aišku, iš a, patogiausia išvykti tokia gatve, kuria dar ne- 
buvome važiavę). Suprantama, kad, šitaip važinėdami toliau, 
galų gale aplankysime visas miesto gatves. 


Pratimai 


1. Pasinaudodami šiame paragrafe aprašytu metodu, orientuokite gra- 
fus, pateiktus 14 ir 37 brėžiniuose. 

2. Tą patį padarykite miestų planuose, atvaizduotuose 60 ir 61 brėži- 
niuose. 


60 brėž. 61 brėž. 


$ 3. Viršūnių laipsniai 


I skyriaus 6 paragrafe skaičiavome, kiek briaunų turi neorien- 
tuotas grafas; briaunų, kurių vienas galas yra viršūnė A, skaičių 
pavadinome viršūnės A laipsniu p (A). Kiekvienoje orientuoto 
grafo viršūnėje A susiduria dviejų tipų briaunos: išeinančios iš A 
ir {einančios į A. Todėl kiekviena orientuoto grafo viršūnė turi du 
laipsnius: išeinančių briaunų skaičių p (4) ir įeinančių briaunų 
skaičių p* (A). Pavyzdžiui, imdami grafą, vaizduojamą 62 brėži- 
nyje, turime 


e (4)=3, p* (A)=2. 


Kiekviena orientuota briauna 6=(A, B) turi pradinę vir- 
šūnę A ir galinę viršūnę B. Vadinasi, bendrą grafo briaunų skai- 
čių Ņ galima rasti, suskaičiavus, arba kiek briaunų išeina iš visų 


66 


grafo viršūnių, arba kiek briaunų įeina į visas grafo viršūnes. 

Tai reiškia, kad orientuotame grafe G, turinčiame n viršūnių 
Ai Asi e, Am 

bendras briaunų skaičius N lygus vienai iš sumų 
N=p(4)+p(4))+... +p (4n) =p* (41) + p* (45) + 
+... +ọ* (A,). 

Pavyzdžiu imkime grafą, atvaizduotą 49 brėžinyje. Šiame grafe 
p (B)=p (D)=3, p (4)=2, p (F)=1, p(C)=p (E)=0 

ir 
p* (E)=o* (F)=3, p* (C)=2, ọ*(4)=1, ọ* (B)= 
=ọ* (D)}=0. 


Abiem atvejais suma lygi 9. 


62 brėž. 63 brėž. 


Yra įvairūs orientuotų grafų tipai, kurių viršūnių laipsniams 
būdingos kokios nors specifinės savybės. Paminėsime kai kuriuos 
iš jų. Grafas vadinamas 7-tojo laipsnio homogeniniu grafu, 
jei visų jo viršūnių laipsniai lygūs tam pačiam skaičiui r: imdami 
bet kurią viršūnę A, turime 

p (4)=p* (4)=r. 
Paprasčiausiu pavyzdžiu čia gali būti ciklas (63 brėž.); kiekvie- 
noje ciklo viršūnėje A turime 

p (4)=p* (A)= l; 
todėl tai yra pirmo laipsnio homogeninis grafas. 

Dar išnagrinėsime pirmenybių, vykdomų keliais ratais, gra- 
fą, kai kiekviena komanda turi sužaisti po vienerias rungtynes su 
visomis kitomis komandomis. Iš pradžių tarsime, kad komandų, 
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dalyvaujančių šiose pirmenybėse, skaičius yra lyginis; tada visos 
komandos kiekviename rate yra užimtos. Tokiu atveju po k ratų 
kiekviena komanda bus žaidusi su k kitų komandų. Kiekvienoje 
atitinkamo grafo viršūnėje turėsime ķ briaunų, iš kurių vienos 
bus įeinančios ir reikš pralaimėjimus, o kitos — išeinančios ir 
reikš pergales (tariame, kad lygiųjų negali būti). Vadinasi, bet 
kurioje tokio grafo viršūnėje A turėsime 


p (4)+p* (A)=k. (1) 

Jeigu komandų skaičius nelyginis, tai kiekviename rate vie- 

na komanda nežaidžia. Toms komandoms, kurios rungtyniavo 

visuose ratuose, lieka galioti (1) lygybė, o kitoms komandoms 
B, praleidusioms po vieną ratą, gaunama lygybė 


p (B)+ọ* (B)=k-1. (2) 


Pratimai 


1. Sudarykite grafus, vaizduojančius turnyrinę padėtį po dviejų ir po 
trijų ratų, jeigu pirmenybėse dalyvauja penkios komandos. 

2. Kaip pasikeis (1) ir (2) lygybės, jei žaidimas gali baigtis ir lygiosiomis. 

3. Sudarykite homogeninius orientuotus laipsnio »=2 grafus, kai viršū- 
nių skaičius n=5, 6, 7, 8. 


5 4. Genealoginiai grafai 


Sudarant kieno nors giminės medį, galima naudotis orientuo- 
tu grafu, nurodant jame giminystės ryšius. Orientuota briauna 
(A, B), brėžiama nuo šeimos nario A prie šeimos nario B, parodo, 
kad asmuo B yra asmens A sūnus arba duktė. Biologai sistemingai 
naudojasi tokio tipo schemomis, aprašydami genetinių eksperi- 
mentų su gyvuliais rezultatus; orientuota briauna (A, B) jie žymi 
tą faktą, kad B yra tiesioginis Æ palikuonis. 

Tokiems genealoginiams grafams būdingos kai kurios, beveik 
savaime aiškios, specifinės savybės. Kadangi kiekvienas indivi- 
das turi du gimdytojus, tėvą ir motiną, tai viena minimų grafų 
savybė pasireiškia tuo, kad į kiekvieną jų viršūnę įeina dvi briau- 
nos, t. y. 

p* (B)=2. (3) 
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Vadinasi, pagrindinė genealoginio šrafo celė susideda iš dvie- 
jų briaunų, kaip nurodyta 64 brėžinyje, iš kurio matyti, kad B 
yra dviejų individų — tėvo T ir motinos M — tiesioginis palikuo- 
nis. 


7. M 


64 brėž. 


Čia galima padaryti pastabą, kad genealoginiai medžiai (kaip 
ir paprasti medžiai) nesitęsia iki dangaus. Kadangi mūsų žinios 
yra ribotos, tai neišvengiamai ateina momentas, kai nebežinome 
vieno arba abiejų tėvų. Todėl (3) lygybę būtų teisingiau pakeisti 
nelygybe 

p* (B)<2. (4) 


R M 
65 brėž. 
6; 6, b; 


Kiekvienas giminystės ryšys genealoginiame grafe išreiškia- 
mas tam tikra konkrečia konfigūracija. Pavyzdžiui, iš 65 brėži- 
nio aiškų, kad B,, B, ir B, yra broliai arba seserys, nes visi jie — 
tų pačių tėvų T ir M vaikai. 


T M 77 
66 brėž. 
8 f 6, 8 3 64 


Panašiai iš 66 brėžinio matyti, kad B, yra asmenų B,, 8, ir 
B, netikras brolis arba netikra sesuo, nes jis yra tos pačios motinos 
M, bet skirtingų tėvų T ir T, vaikai. 
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Dabar priėjome prie įdomaus klausimo. Sakykime, kad duo- 
tas specialaus tipo orientuotas grafas: į kiekvieną jo viršūnę įeina 
nedaugiau kaip dvi briaunos, t. y. grafas tenkina (4) sąlygą. Klau- 
siama, ar galima šį grafą laikyti genealoginiu grafu, kitaip sakant, 
ar galima jo viršūnes, arba atitinkančius tas viršūnes individus, 
suskirstyti į dvi klases — klasę T (tėvai) ir klasę M (motinos) — 
taip, kad kiekvienoje viršūnėje dvi į ją įeinančios briaunos sudary- 
tų figūrą, atvaizduotą 64 brėžinyje. 


Ap Az 4; 


8; 2 3 
67 brėž. 


Iš pavyzdžio (67 brėž.) matyti, kad tai ne visada įmanoma. 
Sakykime, kad A, priklauso klasei T. Kadangi jo vaikas B, yra 
ir asmens A, vaikas, tai A, priklauso klasei M. Tokiu atveju A, 
turi priklausyti klasei T, nes 4, ir 4; turi vaiką B}. Tačiau ši išva- 
da prieštarauja tam, kad, kaip matyti iš grafo, B, yra Á Ir A; 
vaikas, nors šie abu priklauso klasei T. Su tokiu pat prieštaravimu 
susidurtųme, sakydami, kad 4, priklauso klasei M. 

Norėdami išsiaiškinti, kodėl patenkame į tokią keblią padėtį, 
pradėkime nuo kurios nors viršūnės A,, kurią priskirsime klasei 
T. Jei A, yra asmens B, tėvas, tai kitas jo gimdytojas A; turi pri- 
klausyti klasei M. Jeigu, be to, Æ, yra ir asmens B, motina, tai 
kitas B, gimdytojas A, priklauso klasei T ir t.t. Tokiu būdu gau- 
name „alternyojančią“ individų seką 


Ag, A», e...) An (5) 


kurios nariai pakaitomis priklauso klasėms T ir M. Nagrinėjamame 
grafe juos vieną su kitu susieja briaunų seka 

(A,, B,), (B,, Aa), (ds, Ba), (B,, A3), E) 
kurioje kiekvienos dvi gretimos briaunos praeinamos priešingomis 
kryptimis (68 brėž.). 


70 


Dabar tarkime, kad A, ir A, turi tiesioginį palikuonį B,, 
kaip nurodyta 68 brėžinyje. Tada susidaro „alternuojantis“ cik- 


las 
(A,, B,), (Az, Bi), (A,, B2), sowy (A, Bp), (A,, Bn). (6) 


A, Ap A3 o ò 0 An 


B, 6; b; a Q © 6 m-i n 
68 brėž. 


Savaime aišku, kad viršūnės A, ir A, turi priklausyti skirtin- 
goms klasėms, o iš to matyti, kad n — lyginis skaičius. Iš viso 
šito prieiname prie tokio rezultato. 

Giminystės sąlyga. Tarkime, kad G — orientuotas grafas, 
tenkinąs (4) sąlygą. Jeigu, laikantis anksčiau nurodytų sąlygų, 
grafo G viršūnes galima suskirstyti į dvi klases — „motinų“ klasę 
M ir „tėvų“ klase T, tai bet kuri (5) seka, sudaryta iš gimdytojų 
A,, kiekviename „alternuojančiame“ cikle privalo turėti lyginį skai- 
čių narių. Tą pačią sąlygą galima išreikšti ir taip: kiekvieno „alter- 
nuojančio“ ciklo (6) briaunų skaičius turi būti keturių kartotinis. 

Jei giminystės sąlyga išpildyta, tai kiekvieną grafo viršūnę 
galima priskirti vienai minėtų klasių. Pradedame nuo viršūnės 
A, ir ją priskiriame bet kuriai klasei (T arba M). Jei 4, neturi vai- 
kų arba jei tie vaikai neturi kitų mums žinomų gimdytojų, tai iš 
to, kuriai klasei priskyrėme A,, nėra jokių pasekmių. Jeigu A, 
turi vaikų, tai sudarome visas ,alternuojančias“ grandines, pra- 
sidedančias viršūnėje A,. Tuo vienareikšmiai nustatysime, kuriai 
klasei priklauso kiekvienas (5) sekos narys. Iš tikrųjų, jeigų būtų 
dvi „alternuojančios“ grandinės, einančios iš A, į A, ir priski- 
riančios A, skirtingoms klasėms T ir M, tai iš A, galėtume pirmąja 
grandine nueiti į A, ir grįžti į A, antrąja grandine, o tada susida- 
rytų „alternuojantis“ ciklas su nelyginiu viršūnių skaičiumi, kas 
prieštarauja giminystės sąlygai. 
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Pirmame etape, gal būt, dar ne visos viršūnės bus suskirsty- 
tos į klases. Tokiu atveju pasirenkame bet kurią viršūnę Ag, 
nesusijusią su A, alternuojančia grandine, ir priskiriame A, 
bet kuriai klasei, tęsdami viršūnių skirstymą į klases kaip anks- 
čiau. Po to pradine viršūne pasirenkame trečią viršūnę Áf, ne- 
susijusią nei su A,, nei su A;, ir t. t. Taip tęsiame tol, kol kiekvie- 
na viršūnė nebus priskirta atitinkamai klasei. Šitoks skirstymas 
į klases, aišku, niekada nesusidurs su prieštaravimu, kuris kiltų, 
jei kuris nors individas pasirodytų turįs abu gimdytojus iš vienos 
klasės. Be to, neturi reikšmės ir tai, kad paprastai grafo viršūnes 
suskirstyti į dvi klases galima keliais būdais. 

Suradus sąlygą, leidžiančią visas grafo viršūnes be priešta- 
ravimų suskirstyti į dvi klases, natūraliai kyla klausimas, ar gali 
grafas, tenkinąs šią sąlygą, vaizduoti kurio nors genetinio ekspe- 
rimento rezultatus. Lengva pastebėti, kad šiam reikalui grafą 
reikia apriboti dar vienu papildomu reikalavimų. 

Sakykime, kad individų sekoje 

Di. Darių Dp (7) 


kiekvienas D; yra prieš jį stovinčio individo palikuonis. Grafe 
tai atitinka orientuota grandinė (69 brėž.). Būtybės, sudarančios 


D, D, 


(7) seką, turi būti gimusios viena po kitos tokia pat eile, kokia 
jos surašytos (7) sekoje. Todėl D, negali būti D, palikuonis (69 
brėž.), t. y. nagrinėjamame grafe negali būti orientuotų ciklų. 
Tokie grafai vadinami acikliniais. 

Vadinasi, nustatėme tris sąlygas, būtinas, kad orientuotas 
grafas galėtų vaizduoti genetinį eksperimentą. 
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l. Bet kurioje viršūnėje A galioja nelygybė p* (A)<2, t. y. 
kiekviena viršūnė turi ne daugiau kaip dvi įeinančias briaunas. 

2. Kiekviename „„,alternuojančiame“ cikle briaunų skaičius 
yra keturių kartotinis. 

3. Grafas yra aciklinis. 

Atvirkščiai, jeigu minėtos sąlygos yra išpildytos ir visos 
viršūnės atitinkamų būdu suskirstytos į klases, tai visą grafą 
galima laikyti kokio nors genetinio eksperimento aprašymu: 
briauna (4,4, B) parodo, kad B yra tiesioginis A, palikuonis; 
kitas individo B gimdytojas yra kuri nors (gal būt, ir nežinoma) 
būtybė, priklausanti kitai klasei. 

Vadinasi, tris nurodytus požymius galima laikyti sąlygomis, 
kurias turi tenkinti bendroji genetinė schema. Išreiškę jas kasdie- 
nine kalba, gauname savaime aiškias tiesas: 

l. Kiekviena būtybė turi ne daugiau kaip du gimdytojus. 

2. Vienas gimdytojas yra tėvas, o kitas — motina. 

3. Niekas negali būti savo paties palikuoniu. 

Baigdami padarysime dar vieną pastabą, liečiančią genea- 
loginius grafus. Nagrinėjamąjį grafą laikėme bet kurio genetinio 
eksperimento rezultatų atvaizdavimu. Jeigu kalbame apie žmogų, 
tai iš nagrinėjamojo giminės medžio turime pašalinti dar kai 


70 brėž. 71 brėž. 


kurias specialias konfigūracijas. Pavyzdžiui, kadangi niekas ne- 
turi teisės vesti sesers arba ištekėti už brolio, tai minimuose gra- 
fuose negali būti tokių figūrų, kaip atvaizduota 70 brėžinyje. 
Kadangi niekas taip pat negali susituokti su savo tėvais, tai gra- 
fe negali būti ir tokių figūrų, kaip 71 brėžinyje, ir t. t. 
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Pratimai 


]. Nubraižykite grafą, iš kurio būtų matyti, kad du individai yra: a) 
pusbroliai (arba pusseserės, arba pusbrolis ir pusseserė), b) teta (arba dėdė) 
ir sūnėnas (arba dukterėčia). 


1 


72 brėž. 


2. Grafo, atvaizduoto 72 brėžinyje, viršūnės visais galimais būdais 
suskirstykite į klases, 

3. Nubraižykite konfigūracijas, kurių negali būti genealoginiame medyje, 
kai draudžiama tuoktis: a) netikram broliui ir netikrai seseriai, b) seneliui 
ir anūkei, c) dėdei arba tetai ir dukterėčiai arba sūnėnui. 


yI SKYRIUS 


Lošimai ir galvosūkiai 


§ 1. Galvosūkiai ir orientuoti grafai 


Aukščiau (II sk. $ 6) jau matėme, kaip kai kurie galvosū- 
kiai gali būti išdėstyti grafų teorijos kalba. Tokiu atveju įvairias 
padėtis atitinka grafo viršūnės, o grafo briaunos nurodo, kaip 
galima patekti iš vienos padėties į kitą. Sprendžiant galvosūkį, 
pakanka rasti grandinę, vedančią iš nurodytosios pradinės padė- 
ties į vieną arba, gal būt, keletą galinių, arba išlošiamųjų, padė- 
čių. 

Nagrinėdami tokius galvosūkius, naudojamės neorientuotais 
grafais. Tai rėmėsi nutylėta prielaida, kad pereiti iš vienos padėties 
į kitą galima abiem kryptimis. Šitokie ėjimai iš tikrųjų buvo lei- 
džiami, sprendžiant galvosūkius, kuriuose kalbama apie keltininką, 
apie tris pavyduolius vyrus ir apie žirgo ėjimus šachmatų lentoje. 

Tačiau daugelyje galvosūkių minėti ėjimai leidžiami tik viena 
kryptimi, todėl tokiais atvejais esame priversti naudotis orientuo- 
tais grafais. Jeigu kai kuriuos ėjimus galima daryti abiem kryptimis, 
tai atitinkamos viršūnės sujungiamos dviem priešingai orientuo- 
tomis briaunomis; žinoma, tokiu atveju galima naudotis ir mišriu 
grafu, paliekant atitinkamas briaunas neorientuotas. Norint 
išspręsti tokį galvosūkį, reikia grafe rasti orientuotą grandinę, 
vedančią iš pradinės padėties į reikalaujamą galinę padėtį. 

Kaip pavyzdį išnagrinėsime žinomą labai seną galvosūkį. 
Žmogus turi tris ąsočius A, B, ir C, kuriuose telpa atitinkamai 
8, 5 ir 3 litrai vyno. Ąsotis A pilnas vyno, ir savininkas nori šį 
vyną padalyti į dvi lygias dalis, pilstydamas jį iš vieno ąsočio 
į kitą, t. y. nesinaudodamas jokiais indais, išskyrus minėtus tris 
ąsočius. 
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Spręsdami šį galvosūkį grafiškai, naudosimės šitokia schema. 
Kiekvienam vyno pasiskirstymui ąsočiuose B ir C priskirsime 
skaičių porą (b, c), kurioje b — vyno, esančio ąsotyje B, kiekis, 
o c — vyno, esančio ąsotyje C, kiekis. Pradinė (b, c) reikšmė 
yra (0, 0), o reikalaujamą galutinį pasiskirstymą atitinka reikšmė 
(4, 0) — ąsočiuose A ir B vyno privalo būti po lygiai, o ąsotis 
C turi būti tuščias. 

Kadangi bet kurią realiųjų skaičių porą (b, c) galima atvaiz- 
duoti plokštumos tašku, kurio koordinatės b ir ců, tai kiekvieną 
galimą vyno pasiskirstymą ąsočiuose galime laikyti tašku. Šie 
taškai ir bus grafo viršūnės. Iš uždavinio sąlygos aišku, kad neį- 
Bir C, todėl geriausiu atveju b gali įgyti reikšmes 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
o c — reikšmes 0, 1, 2, 3. Vadinasi, iš viso yra 6 x4=24 galimos 
skirtingos poros (b, c), t. y. minėtasis grafas turi 24 viršūnes. Tuo 
atveju, kai pilstant vyną iš vieno ąsočio į kitą, turimą pasiskirsty- 
mą (bo Co) galima pakeisti nauju pasiskirstymu (6,, cı), viršūnę 
bo Co) SU viršūne (b6,, cı) sujungsime orientuota briauna. 


Ola) (T 2 3 4 
73 brėž. 


Nagrinėjamame pavyzdyje iš pradinės padėties O (0, 0) 
išeina dvi briaunos: OA, ir OA, (73 brėž.). Išėjus iš viršūnės A,, 
galima patekti į viršūnes A,, (9, 3) ir 4a (2, 3), o iš viršūnės 
A, — į Áa (3, O) ir A23 (5, 3). Po to galime išvardinti visas viršū- 
nes, kurios, laikantis lošimo taisyklių, pasiekiamos iš keturių 
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minėtų viršūnių, ir tokiu pačiu būdu tęsti toliau. Jei galinę viršū- 
nę T (4, 0) iš viso įmanoma pasiekti, tai, laikydamiesi išdėstyto 
metodo, kada nors tikrai į ją pateksime. Iš tikrųjų yra daug gran- 
dinių, vedančių iš O į T, todėl galima pasistatyti tikslą rasti ge- 
riausią“ sprendinį (ta prasme, kad vyno perpylimui būtų sugaiš- 
ta mažiausiai laiko), t. y. nustatyti tokią grandinę, kuri veda iš 
O į T ir kuri turi mažiausiai briaunų. 

Nors iš pradinės viršūnės O į nurodytą viršūnę T galima 
patekti daugeliu kelių, bet, apskritai kalbant, yra ir tokių viršū- 
nių U, kurių iš viršūnės O nurodytu būdu neįmanoma pasiekti. 
Išnagrinėtajame pavyzdyje tokios nepasiekiamos viršūnės U yra 


(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2). 

Kitaip sakant, iš 24 viršūnių, kurias iš pradžių laikėme vaiz- 

duojančiomis „galimą“ vyno pasiskirstymą dviejuose ąsočiuose, 

8 viršūnės visiškai nepasiekiamos; vadinasi, nurodytų būdu pils- 
tant vyną, įmanomą pasiekti tik 16 viršūnių. 


LIN | 


f 2 J 


Pastebėsime, kad pateiktas galvosūkio apie ąsočius spren- 
dimas (74 brėž.) nėra pakankamai geras pavyzdys orientuotų 
grafų metodui atvaizduoti, nes visi minėtieji perpylimai, kaip 
lengva patikrinti, įvykdomi ir priešinga kryptimi. Tačiau, jei- 
gu pradžioje turėtume kitokį vyno pasiskirstymą, pavyzdžiui, 
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jei pradiniu momentu ąsočiuose B ir C būtų po vieną litrą vyno, 
t. y. pradėtume nuo viršūnės (1,1), tai visos briaunos būtų nu- 
kreiptos nuo viršūnės (1,1). 


Pratimai 


1, Įrodykite, kad, kartojant perpylimus, niekada neįmanoma pereiti 
iš vieno U aibės pasiskirstymo prie kito. 

2. Atvaizduokite 74 brėžinyje aibės U taškus. Ką matome iš tų taškų 
išsidėstymo ? 


3. Išspręskite tekste nagrinėtą uždavinį, imdami kitokio tūrio ąsočius, 
sakysime, A= 12, B=7, C=4. 


„5 2. Lošimų teorija 


Spręsdamas galvosūkį, žmogus turi nugalėti sunkumus, 
kuriuos sukelia pats uždavinys; tuo tarpu žaisdamas (lošdamas) 
jis rungiasi su kitu žmogumi. Kadangi mes jau susidūrėme su 
uždaviniais iš matematinių pramogų srities, tai dar pateiksime 
keletą bendro pobūdžio pastabų, liečiančių lošimus. Lošimų, 
kuriuose dalyvauja du asmenys, teorija paskutiniaisiais metais 
tapo svarbia matematinio nagrinėjimo sritimi. Ji panaudojama, 
sprendžiant daugelį pritaikomojo pobūdžio uždavinių, sakysime: 
technikoje ir ekonomikoje. Čia lošimų teorija pritaikoma, ieš- 
kant efektyviausio ir ekonomiškiausio būdo sudėtingoms užduo- 
tims atlikti. 

Šioje knygutėje neįmanoma išnagrinėti bendrosios lošimų 
teorijos. Todėl pakaks parodyti, kaip galima panaudoti orien- 
tuotus grafus, nustatant strategiją tokiam lošimui, kuriame ėji- 
mus pasirenka patys lošėjai, t. y. kuriame ėjimai nėra atsitikti- 
niai. Puikiu tokios rūšies lošimo pavyzdžiu gali būti žaidimas 
šachmatais arba šaškėmis; net naivus žaidimas ,,kryžiukais ir 
nuliukais“ priklauso šiai kategorijai. 

Tokio tipo žaidimuose, kaip ir paprastai, yra tam tikros 
padėtys, kurias atitinka grafo viršūnės, ir tam tikri perėjimai iš 
vienos padėties į kitą, kuriuos atitinka orientuotos briaunos. 
Kiekvienoje padėtyje dar turime žinoti, kuris žaidėjas, A* ar B*, 
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turi teisę daryti ėjimą. Todėl visas padėtis natūralu suskirstyti 
į dvi grupes, sakysime, A ir B, kad kiekvienas ėjimas būtų išreiš- 
"kiamas orientuota briauna, nukreipta iš Æ į B arba iš Bį A. Ta 
pati padėtis gali vienu metu priklausyti tiek grupei A, tiek ir gru- 
pei B. 

Tada žaidimas faktiškai pasireiškia tuo, kad žaidėjas A* 
eina kuria nors briauna į naują padėtį, esančią aibėje B, o B“ 
grįžta atgal į aibę A. Galima tarti, kad šiuo atveju žaidžiama 
tik viena figūra, kuri stumdoma orientuotomis briaunomis Iš 
vienos aibės į kitą ir atgal. Kiekvienas žaidėjas bet kurioje padė- 
tyje, be abejo, žino, kokį ėjimą jis nori daryti. Vadinasi, galima 
visiškai atsisakyti Žaidėjų, tarus, kad kiekvienas jų kurioje nors 
knygoje užrašė savo strategiją, t. y. nurodė, kokį ėjimą jis pasi- 
renka nurodytoje situacijoje. Tokiu būdu, visas žaidimas bus 
nustatytas, kai bus žinomas jo grafas, t. y. žinomi leidžiami šia- 
me žaidime ėjimai ir žaidėjų strategija. 

Norėdamas laimėti, 4* turi judėti iš kurios nors pradinės 
padėties orientuota grandine, kurią dalinai nustato žaidėjas B*, 
į tam tikrą išlošiamąją padėtį I}, esančią aibėje B; analogiškai, 
kad išloštų B*, jo paskutinis ėjimas turi būti pasislinkimas į kurią 
nors išlošiamąją padėtį Ip, esančią aibėje A. 

Žaidimas gali baigtis lygiosiomis dviem atvejais. Iš vienos 
pusės, gali būti galinės padėtys (jas galima pavadinti lygiosiomis 
padėtimis), iš kurių neišeina jokia briauna. Šachmatuose tokia 
padėtis vadinama „patu“. Kitas tipas — atvejis, kai Žaidimą 
galima „tęsti iki begalybės“; dažniausiai tai būna susiję su kurių 
nors ėjimų kartojimusi. Norint to išvengti, gali būti reikalauja- 
ma baigti Žaidimą, kai tie patys ėjimai pasikartoja nustatytą 
skaičių kartų. Žaidimas šachmatais laikomas pasibaigusiu lygio- 
siomis, kai ta pati ėjimų seka pakartojama tris kartus; be to, 
šis Žaidimas apribojamas taisykle, reikalaujančia per 50 ėjimų 
nukirsti kurią nors figūrą arba paeiti pėstininku. 

Dabar turime visiškai aiškų žaidimo vaizdą. Lieka tik vie- 
nas esminis klausimas: kuriomis sąlygomis A* (arba B*), tinkamai 
žaisdamas, gali neabejotinai laimėti? Į šį klausimą irgi galima 
atsakyti, naudojantis grafu. Geriausias būdas tai išsiaiškinti — 
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iš galinių išlošiamųjų 4* padėčių eiti atgal. Šiose padėtyse žaidė- 
jas B* pralaimi, todėl tokių padėčių visumą pažymėsime P(B). 
Aibėje A yra padėčių, iš kurių briaunos, arba ėjimai, veda į P(B). 
Iš pastarųjų padėčių A* gali išlošti vienu ėjimu, todėl tų padėčių 
aibę pažymėsime I,(4). Toliau aibėje B imame visas padėtis, ku- 
rios priklauso P,(8), ir tas padėtis, iš kurių galima eiti tiktai į 
I,(4); jų visumą pažymėkime P,(B). Jei Žaidėjas B* patenka į 
vieną tokių padėčių, tai jis arba jau pralaimėjo, arba negali išveng- 
ti pralaimėjimo po vieno ėjimo. Vadinasi, ir šią platesniąją aibę 
P,(B) galima laikyti žaidėjo B* pralošiamųjų padėčių aibe (75 
brėž.). 


75 brėž. 


Šį procesą, kuriame plečiamas žaidėjo B* pralošiamųjų pa- 
dėčių aibė, galima tęsti toliau. Tada gausime kurią nors aibę 
I5(A), sudarytą iš aibės A viršūnių, iš kurių briaunos veda į P,(B); 
be to, čia I,(4A)2I,(4)*?. Iš padėčių, priklausančių I5(A), žaidėjas 
A* gali laimėti, padaręs ne daugiau kaip du ėjimus. Toliau su- 
randame aibę P(B) tokių padėčių, iš kurių visos briaunos eina 
į I,(A) ir kuriose atsidūręs žaidėjas B* negali išvengti pralaimėji- 
mo daugių daugiausia po dviejų ėjimų. 

Kartodami tuos pačius samprotavimus, aibėse A ir B sudaro- 
me dvi aibių sekas: 


KLAEI... 
P(B) E P,(B)S..., 


*) Simbolis < paaiškintas žemiau, 99 psl. 
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tenkinančias tokią sąlygą: jei A* patenka į padėtį, priklausan- 
čią I,(4), tai jis gali laimėti po k ėjimų arba net anksčiau. Vadinasi, 
jeigu pradinė Žaidėjo A* padėtis priklauso kuriai nors aibei I,(A4), 
tai A* visada gali laimėti, o jeigu pradinė A* padėtis nepriklauso 
nė vienam I,(4), tai B* turi stengtis, kad A* nepatektų į tokią 
padėtį. Žaidėjo B* išlošiamąsias padėtis galima nustatyti tokiu 
pat būdu, o kitais atvejais visada galima pasiekti lygiąsias. 

Iš principo visas šis samprotavimas labai puikus: iš jo ma- 
tyti, kad, šiek tiek susipažinus su grafų teorija, galima išanali- 
zuoti visas žaidimo padėtis. Jeigu tai visada būtų įmanoma įvyk- 
dyti ir praktiškai, tai visi tokie žaidimai, kuriuos žaidžia du as- 
menys, pasidarytų trivialiais, nes kiekvienas žaidėjas iš anksto 
žinotų, kuris ėjimas blogas ir kuris geras. Laimei, visiškai neįti- 
kima, kad, sakysime, mūsų mėgiamo žaidimo šachmatais lauktų 
šitoks liūdnas likimas. Padėčių šachmatuose yra tiek daug, kad 
net pačios galingiausios skaičiavimo mašinos vargu ar pajėgs 
nužeminti šachmatų, kaip geriausio intelektualinio žaidimo, 
reputaciją. Stambių turnyrų patirtis rodo, kad žaidžiantis balto- 
siomis figūromis, matyt, turi tam tikrą pranašumą, bet, atrodo, 
niekada nebus įmanoma išspręsti klausimo, ar pradinė baltųjų 
padėtis yra išlošiamoji, t. y. ar koks nors antgamtinis protas vi- 
sada gali baltosiomis figūromis nugalėti. 

Baigdami išnagrinėsime kaip pavyzdžius du paprastus žai- 
dimus. Pirmojo Žaidimo sąlygos yra tokios. Ant stalo guli krū- 
velė degtukų. Žaidėjai A* ir B* paeiliui ima iš jos po keletą 
degtukų, sakysime nuo 1 iki 5. Išlošia tas, kuris paima pa- 
skutinį degtuką. Žaidėjas 4* gali pasiekti išlošiamąją padėtį O iš 
padėčių I, (4), kai lieka 1, 2, 3, 4 arba 5 degtukai. Žaidėjas 
B* yra priverstas pereiti į I,(4) tik vienu atveju, būtent, kai ant 
stalo yra likę 6 degtukai. Žaidėjas Æ* savo ruožtu gali palikti 6 
degtukus tais atvejais, kai jam yra likę 7, 8, 9, 10 arba 11 degtu- 
kų. Vadinasi, aibė I; (4) susideda iš visų skaičių nuo 1 iki 11, 
išskyrus 6, o aibė P(B) — iš skaičių 0, 6, 12. Tęsdami šį sam- 
protavimą, įsitikiname, kad A* gali išlošti iš kiekvienos padėties, 
kurioje degtukų skaičius nesidalija iš 6. Po kiekvieno savo ėjimo 


81 


Jis turi palikti degtukų tiek, kad jų skaičius dalytųsi iš 6. Jeigu 
degtukų skaičius pradinėje krūvelėje dalijosi iš 6, o A* eina pir- 
masis, tai 8* visada gali tokiu pačiu būdu išlošti. 

Antrasis mūsų pavyzdys — senas kinų žaidimas „nim““, 
Paprasčiausiu atveju šio žaidimo sąlygos yra šitokios. Ant 
stalo guli trys krūvelės skrituliukų. Kiekvienu ėjimų žaidėjas 
pasirenka vieną krūvelę ir iš jos ima bent vieną skrituliuką; 
jis gali paimti net visą krūvelę. Čia irgi išlošia tas, kuris pa- 
ima paskutinį skrituliuką. Šiuo atveju nurodysime tiktai visas 
išlošiamąsias padėtis. Beje, tai bus pratimas skaičiams išreikšti 
dvejetaine skaičiavimo sistema. Jūs, tikriausiai, jau esate susi- 
pažinę su skaičiaus išdėstymu skaičiaus 2 laipsniais. Štai ke- 
letas pirmųjų dėstinių: 

L = (1), 

2=(1,0)=1-24+0, 

3=(1,1)=1-2411, 

4=(1, 0,0)=1-224+0-240, 

5=(1, 0,1)=1-22+0-2+1, 

6=(1, 1,0)=1-22+1-24+0, 

T=(I, l, l)=1-224+1.2+4+1, 

8=(1, 0, 0, 0) =1.2+0.22+0.2+0, 

9=(1, 0, 0, D=1.23+0.234+0:-2+1, 

10=(1, 0, 1, 0=1-23+0-2211-2410. 
Mažiau žinoma bus vadinamoji „skyrių sudėtis“, kurią gali- 
ma atlikti su šitais „„dvejetainiais skaičiais“. Norėdami paro- 
dyti, kaip tai daroma, išnagrinėsime du pavyzdžius: 


1011 111 
LOL l 10 
110 1 1 
1100 1010 
0100 


Kaip paprasta sudėtis, taip ir šita atliekama, sudedant viename 
stulpelyje esančius skaitmenis, tik šiuo atveju suma laikoma ly- 
gia nuliui (kai atitinkamame stulpelyje skaitmenų 1l yra lyginis 
skaičius) arba vienetui (kai skaitmenų 1 yra nelyginis skaičius). 
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Kaip matome, ši sudėtis skiriasi nuo paprastos sudėties- dveje- 
tainėje skaičiavimo sistemoje. 

Dabar grįžkime prie žaidimo „nim“. Bet kurioje padėtyje 
sudedame skyriais tris skaičius, rodančius, kiek skrituliukų yra 
kiekvienoje krūvelėje. Jei šie skaičiai yra, pavyzdžiui, 13, 12, 7 
arba 14, 11, 5, tai atitinkamos sumos bus šitokios: 


1101 1110 
1100 1011 
111 101 
0110 0000 


Tokią padėtį, kurioje skyrių suma susideda tik iš nulių (kaip 
antrajame pavyzdyje), pavadinsime nuline; visas kitas padėtis 
vadinsime reguliariomis. Žaidėjas 4* laimi iš bet kurios re- 
guliarios padėties; jis pralaimi tik iš nulinių padėčių. 

Tai įrodyti labai paprasta. Jei žaidėjo A* padėtis yra regulia- 
ri, tai jis gali paimti keletą skrituliukų, palikdamas B* nulinėje 
padėtyje. Tuo tikslu galima pasirinkti krūvelę, kurioje esančių 
skrituliukų skaičius turi vienetą tame stulpelyje, kuriame yra 
pirmasis sumos vienetas; iš tos krūvelės galima paimti tiek skri- 
tuliukų, kad naujoji skyrių suma būtų lygi nuliui. Sakysime, pir- 
majame pavyzdyje galima pasirinkti krūvelę, kurioje yra 13= 
=(1, 1, 0, 1) skrituliukų, ir iš jos paimti 2 skrituliukus, paliekant 
11=(I, 0, 1, 1) skrituliukų. Šiuo atskiru atveju galėjome skri- 
tuliukus imti ir iš bet kurios kitos krūvelės, skaičių 12 pakeisda- 
mi skaičiumi 10=(1, 0, 1, 0) arba skaičių 7 — skaičiumi 1= 
=(0, 0, 1). 

Jeigu A* perveda B* į nulinę padėtį, tai, ką bedarytų B*, 
jis vėl grąžins žaidėją A* į reguliarią padėtį. Iš tikrųjų, kiek skri- 
tuliukų beimtų B*, jis viename skaičiuje pakeis bent vieną skait- 
menį, todėl pasikeis ir atitinkamas skaitmuo skyrių sumoje. Žai- 
dimas pasibaigs, kai žaidėjas 4* perves B* į mažiausią nulinę 
padėtį, kurioje visos krūvelės yra tuščios. Kaip matote, šis. žaidi- 
mas šiek tiek primena tą, kurį išnagrinėjome pirmajame pavyz- 
dyje. 
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Savaime aišku, kad tą patį metodą galima taikyti ir tuo at- 
veju, kai krūvelių yra daugiau negu trys. Pastebėsime, jog, nagri- 
nėdami žaidimą „nim“, nepradėjome nuo tuščios padėties, kad, 
grįždami atgal, rastume visas išlošiamąsias padėtis. Tai buvo 
galima padaryti, ir rezultatai, aišku, būtų tie patys. Tačiau šiuo 
atveju lengviau buvo pasinaudoti jau žinomu sprendimu ir tik 
patikrinti, ar jis teisingas. 


Pratimai 

1. Sužaiskite „nim“ su kuriuo nors savo draugu. 

2. Nustatykite žaidimo „nim“ pirmas išlošiamąsias ir pralošiamąsias 
aibes: I,(4), I+(4), P,(B) ir P, (8). 

3. Išnagrinėkite tokį žaidimą. Yra dvi krūvelės degtukų; kiekvienas 
žaidėjas gali paimti arba vieną degtuką iš vienos krūvelės, arba po vieną deg- 
tuką iš abiejų krūvelių. Laimi tas, kuris paima paskutinį degtuką. Raskite 
aibes I, (4), I; (A), P, (B) ir P, (B). Ar galite nurodyti bendrą taisyklę išlošia- 
mosioms padėtims nustatyti? 


$ 3. Sporto apžvalgininkų paradoksas 


Pasibaigus futbolo sezonui, dar ilgai aptarinėjami įvairūs 
rungtynių metu pasitaikę įvykiai, komandų ir žaidėjų ypatybės 
tol, kol ši tema visiškai išsisemia. Tokiu metu beveik visada atsi- 
randa apsukrus žurnalistas, kuris savo skaitytojams pateikta 
pritrenkiantį faktą, kad stipriausia komanda iš tikrųjų yra ne 
šaunioji vienuolikė ‚Rankas aukštyn“ (R), bet liūdnojo veido 
sporto klubas ,„Pasigailėkite manęs“ (P). 

Tuo įtikinama, pateikiant ištisą seką rungtynių, kuriose P 
laimėjo prieš A, A — prieš B ir t. t., kol komanda R neatsiduria 
pačiame šios sekos gale. 

Norėdami išsiaiškinti, kuriomis sąlygomis iš tikrųjų galima 
rasti tokią orientuotą elementarinę grandinę, išnagrinėsime tą 
atvejį, kai yra n komandų (arba Žaidėjų). 


A, Ap, |, Amo (1) 


kurių kiekviena žaidžia su visomis kitomis komandomis. Kad 
būtų paprasčiau, tarsime, kad rungtynės negali baigtis lygiomis. 
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Tokiu atveju atitinkamas grafas bus pilnas (žr. I sk. $ 2), t. y. 
kiekviena jo viršūnių pora bus sujungta orientuota briauna. 
Pirmasis rezultatas bus tokia teorema. 
Teorema. Pilname orientuotame grafe visada galima sudary- 
ti orientuotą elementarinę grandinę, einančią per visas jo viršūnes, 
Įrodymas. Pakanka įrodyti, kad, turint orientuotą elemen- 
tarinę grandinę 


P=(A,, A»), (4,, A3), ...3 (Ar-1 A,), (2) 


einančią tik per kai kurias grafo viršūnes, visada galima sudary- 
ti orientuotą elementarinę grandinę, kurioje yra viena viršūne 
daugiau. Tam tikslui pasirinksime bet kurią grafo viršūnę A,,; 
ir išnagrinėsime, kokias kryptis gali turėti briaunos, jungiančios 
Ap4; SU grandinės 2 viršūnėmis. 


A kst 


76 brèž. 


Jei būtų briauna, nukreipta iš A, į 4r +3, tai grandinę 2 ga- 
lėtume tiesiog pratęsti iki A,„,„ Todėl tarkime, kad briauna 
(AL +1, Áx) yra nukreipta nuo Ap+, (76 brėž.), ir peržiūrėkime 
paeiliui briaunas, kurios jungia 4,„, su viršūnėmis Ap į, Ák-2 
„+, Á, Tarkime, kad bent viena iš tų briaunų yra nukreipta į 
Ak+1 It tegul (A;, Ap+,) — pirmoji tokia briauna iš sekos (Ap +15 
Ar-1) (Akto Ar-2) «> (Aktas Aria), (Ap, Aps). Tokiu atveju 
turime dvi gretimas briaunas 


(A; Ak+09) (Ak+1 A; 41), (3) 
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kurių pirmoji nukreipta iš A; i A,,,, o antroji — iš Aps, i Aiii 
Todėl galima sudaryti elementarinę grandinę 


Ag, s.» A,;, Ák+is Aii e..9 A;. 


Belieka išnagrinėti atvejį, kai visos briaunos nukreiptos 
iš A,,,į 2. Tokiu atveju elementarinę grandinę galima pradėti 
briauna (A,,,, A,) ir tęsti grandine 2. Pabrėšime, kad tai vie- 
nintelis atvejis, kai tenka keisti pradinę grandinės viršūnę. 

Iš to, kas įrodyta, matyti, kad, baigus turnyrą, visada gali- 
ma išdėstyti varžovus orientuota nugalėtojų grandine. Tačiau 
teorema ne visiškai paaiškina tai, ką turėjome mintyje, kalbė- 
dami apie sporto apžvalgininkų paradoksą. Juk čia reikalauja- 
ma imti kurią nors fiksuotą viršūnę A, ir iš jos pravesti orientuotą 
grandinę per visas kitas viršūnes. Iš ankstesnio samprotavimo 
dar neišplaukia, kad tai įmanoma, nes, pratęsiant grandinę 2, 
kai kada tenka keisti jos pradinę viršūnę. 

Iš tikrųjų ne visada galima sudaryti minėtąją grandinę. Tai 
savaime aišku, sakysime, tuo atveju, kai 4,—,,sumuštoji koman- 
da“, t. y. tokia komanda, kuri pirmenybėse pralaimėjo visas 
rungtynes. Tokios gran- 
dinės, prasidedančios 
viršūnėje A,, negalima 
sudaryti ir bendresniu 
atveju, būtent, tada, kai 
A, priklauso „sumuštai 
grupei“ O, kurios na- 
riai konkuravo, taip 

77 brėž. sakant, tik tarpusavyje, 

nes nė viena šių koman- 

dų nelaimėjo prieš varžovus, nepriklausančius šiai grupei. Ati- 

tinkamame grafe (77 brėž.) yra orientuotos briaunos, nukreiptos 

į O, bet nėra nė vienos briaunos, nukreiptos nuo O. Vis dėlto 
teisinga tokia teorema. 


2 teorema. Jeigu A, nepriklauso „sumuštai grupei“, tai vi- 
sada galima sudaryti orientuotą grandinę, prasidedančią viršūnėje 
A, ir einančią per visas grafo viršūnes. 
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Įrodymas. Iš viršūnės A, sudarome tokią elementarinę 
grandinę 2, kaip (2), ir ją tęsiame tol, kol tai įmanoma. Iš | 
teoremos įrodymo matyti, kad grandinę 2 galima tęsti, nekei- 
čiant pradinio taško A,, iki bet kurios viršūnės A,,,„, jei tiktai 
yra bent viena orientuota briauna, išeinanti iš P į 4,,,. Vadinasi, 
tuo atveju, kai grandinės 2 pratęsti nebeįmanoma, jos viršūnės 
sudaro „sumuštą grupę“. Tačiau 4, pagal sąlygą tokiai grupei 
nepriklauso, todėl grandinė 2 turi eiti per visas grafo viršūnes, 

Iš tikrųjų teisingas netgi šitoks teiginys. 

3 teorema. Pilname orientuotame grafe, kuriame nėra „„sumuš- 
tų grupių“, egzistuoja orientuotas ciklas, einantis per visas grafo 
viršūnes. 

Įrodymas. Jeigu 2 yra elementarinė grandinė, einanti 
per visas grafo viršūnes į galinį tašką A,, tai būtinai bus briaunos, 
išeinančios iš Æ„ nes A, nėra „sumuštoji komanda“. Tokia briau- 
na (4,, A;) turi eiti į kurią nors pirmesnę grandinės 2 viršūnę 
A;; šitaip susidaro tam tikras orientuotas ciklas (78 brėž.). 


Ax+1 


78 brėž. 


~ 


At 


Sakykime, kad toks orientuotas ciklas 
C=(A;, Ay), e.. 3 (Ak -15 Ay), (Ay, A,) 


dar neapima visų grafo viršūnių, ir tegul A,,„, — tokia viršūnė, 
kad tarp C ir A,,, yra abiejų krypčių briaunos. Tada, kaip 
parodyta 79 brėžinyje, bus dvi gretimos briaunos, jungiančios 
A,+, Su C ir turinčios priešingas kryptis; šiuo atveju galima pra- 
plėsti ciklą C, briauną (4;, A;,,) pakeitus dviem briaunomis 
(Ap k+ ir (4+ As42) (79 brėž.). 
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Belieka išnagrinėti tą atvejį, kai viršūnės, nepriklausančios 
ciklui C, susiskirsto į dvi klases: viršūnės M, iš kurių visos briau- 
nos nukreiptos į C, ir viršūnes N, iš kurių briaunos nukreiptos 
nuo C. Turi egzistuoti abiejų tipų viršūnės, nes tuo atveju, kai 
nėra viršūnių M, viršūnių AN aibė {N} sudaro „sumuštą grupę“, 
o tuo atveju, kai nėra N, tokią grupę sudaro ciklo C viršūnės 
(80 brėž.). 


„M, p 


80 brėž. 


Aibės (M) viršūnės yra sujungtos briaunomis su aibės {N} 
viršūnėmis. Tiksliau kalbant, turi egzistuoti bent viena briauna 
(M,, M,), nukreipta iš kurios nors viršūnės A,, priklausančios 
aibei {N}, į kurią nors aibės {M} viršūnę M,, nes priešingu at- 
veju (kai tokios briaunos nėra) aibė {N} būtų „sumušta“. Bet 
tuomet irgi galima praplėsti ciklą C, vietoj briaunos (Ap Ap44) 
imant tris briaunas 


(d; Nı), (N; M), (Mi A;+1). 


Šitaip galime palaipsniui plėsti ciklą C tol, kol į jį surinksime 
visas grafo viršūnes. 


Pratimai 


1. Išnagrinėkite kurio nors šachmatų turnyro, vykdomo ratų sistema, 
rezultatų lentelę. Sudarykite orientuotą elementarinę grandinę, einančią per 
visas atitinkamo grafo viršūnes. Išaiškinkite, ar egzistuoja „sumuštos grupės;“ 
jeigu jų nėra, pamėginkite rasti orientuotą ciklą, einantį per visas grafo viršū- 
nes, 

2. Kaip pasikeis ankstesnieji samprotavimai, jei kai kurios rungtynės 
gali baigtis lygiomis? 
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yiI SKYRIUS 


Jungtys 


— ——— § 1. Jungtys ir grafai 
Iki šiol nagrinėjome įvairius „praktiškus“ grafų pritaikymus 
kai kuriems uždaviniams, kylantiems kasdieniniame gyvenime, 
o taip pat žaidimams ir galvosūkiams. Medžiaga buvo parenkama 
taip, kad ji būtų susijusi tik su paprastomis, visiems žinomomis 
sąvokomis. Šiame skyriuje pasistengsime įtikinti, kad grafai 
glaudžiai siejasi su kai kuriomis pagrindinėmis matematikos 
sąvokomis, iš tikrųjų tik kitokiu būdu aprašydami tas sąvokas. 

Kiekviena matematinė sistema tiria kokių nors objektų, 
arba elementų, aibę. Tokiais elementais gali būti, sakysime, dau- 
giau ar mažiau apibendrinti skaičiai: galime nagrinėti natūrinių 
(sveikų teigiamų) skaičių, teigiamų skaičių, racionalių skaičių, 
realiųjų skaičių, kompleksinių skaičių aibes. Algebroje susiduriame 
su elementais, kuriuos galima sudėti, atimti, dauginti ir t. t. Geo- 
metrijoje paprastai nagrinėjame tam tikras konkrečias taškų ai- 
bes arba specialaus tipo taškų visumas, kaip tieses, apskritimus, 
plokštumas ir t.t. Logikoje tiriame įvairių rūšių teiginių savybes. 

Norint sudaryti matematinę teoriją, reikalingi ne tik patys 
elementai, bet ir juos siejančios jungtys. Pateiksime keletą pavyz- 
džių. Kalbant apie skaičius, įvedama lygybės sąvoka: a=b. Jei 
skaičiai a ir b yra skirting), tai rašome a #b. l žrašas a > b reiškia, 
kad a didesnis už b; panašiai a >b reiškia, kad a arba didesnis 
už b, arba lygus b. Jeigu a ir b — sveikieji skaičiai ir b dalijasi iš 
a, tai rašome ab. 

Geometrijoje dvi figūros A ir B (pavyzdžiui, du trikampiai) 
gali būti lygios (ši jungtis užrašoma šitaip: A=B) arba vienos 
figūros viduje gali būti antroji figūra (šiuo atveju rašome Á > B). 


89 


Dvi tiesės A ir B gali būti lygiagrečios (4|| B) arba viena kitai 
statmenos (susikirsti stačiu kampu, 4. | B). Logikoje teiginys, 
arba sakinys, B gali išplaukti iš teiginio A (A—-B). Aibių teorijoje 
jungtis aeS reiškia, kad elementas a priklauso aibei S. 

Visos šios jungtys liečia du objektus, todėl jos dažnai vadina- 
mos binarinėmis jungtimis, arba, kad būtų trumpiau, tie- 
siog jungtimis, Yra ir kitokio tipo jungčių, sakysime, ternari- 
nės jungtys, siejančios tris elementus. Ternarinės jungties pa- 
vyzdžiu galima laikyti šitokią jungtį: taškas A yra tarp taškų B 
ir C. 

Kadangi jungties sąvoka matematikoje labai svarbi, tai bū- 
tina įvesti bendrą jos apibrėžimą. [vesdami bendrą (binarinę) 
jungtį, žymimą simboliu R, rašome 

aRb (1) 
ir sakome, kad b jungtimi R yra susieta su a. Vadinasi, b pri- 
klauso kokiai nors specialiai aibei R,, kurią kiekvienam a nustato 
ši jungtis. Pavyzdžiui, jungtis a> b reiškia, kad b priklauso ai- 
bei visų tų skaičių, kurie yra mažesni už a. Kai a ir b — sveikieji 
skaičiai, jungtis a/b (a yra skaičiaus b daliklis) reiškia, kad b pri- 
klauso aibei visų tų sveikųjų skaičių, kurie dalijasi iš a. Vadinasi, 
(1) užrašas tik kitu būdu išreiškia tą faktą, kad b priklauso aibei 
R,, kurią jungtis R priskiria elementui a. 

Dabar grįžkime prie grafų. Faktiškai kiekvienas orientuotas 
grafas G nustato tam tikrą jungtį jo viršūnių aibėje. Šią jungtį 
galima užrašyti šitaip: 

a G b; (2) 
vadinasi, grafe yra orientuota briauna, einanti iš a į b. Atitinkama 
aibė R= G, susideda iš visų tų grafo G viršūnių b, į kurias eina 
briaunos iš a. Taigi, posakis ‚grafas G turi briauną (a, b)“ reiškia 
tą patį, ką ir posakis „galioja (2) jungtis“. 

Tai galėtų mus sugundyti grafų teoriją laikyti atitinkama 
specialia jungčių teorijos dalimi. Tačiau iš tikrųjų abi šios teori- 
jos tam tikra prasme yra ekvivalenčios viena kitai. Tarkime, kad 
aibėje S apibrėžta kokia nors jungtis R, kuri kiekvienam aibės 
S elementui a priskiria tam tikrą aibę R,. Tokiu atveju galima 
sudaryti jungties R grafą G, tiesiog iš viršūnės a nubrėžiant 
briaunas į kiekvieną aibės R, viršūnę (81 brėž.). 


90 


Vadinasi, jungčių teorija ir grafų teorija viena nuo kitoš 
skiriasi tik traktavimu, bet ne turiniu. Kodėl gi matematikai 
jas nagrinėja atskirai? Iš dalies tai paaiškinama įpročiais ir tra- 
dicijomis panašiai, kaip analizinėje geometrijoje kalbama apie 
tiesę, o algebroje tas 
pats objektas laikomas 
tiesine lygtimi su dviem 
nežinomaisiais. Tačiau 
iš tikrųjų šiek tiek ski- 

81 brėž. riasi ir tų teorijų me- 
todai. Pirmiausia šis 
skirtumas pasireiškia tuo, kad jungčių teorija dažniausiai na- 
grinėja begalines aibes R,; kaip pavyzdį pateiksime jungtį 
a>b realiųjų skaičių aibėje. Atitinkamame grafe turėtų būti be 
galo daug viršūnių, o iš kiekvienos viršūnės išeiti be galo daug 
briaunų. Nagrinėjant tokius grafus, mūsų geometrinė intuicija 
beveik negali mums padėti. Kai aukščiau nagrinėjome kai 
kuriuos grafus, mūsų padėtį labai lengvino tai, kad grafą ga- 
lėjome įsivaizduoti kaip baigtinio skaičiaus viršūnių ir jas jun- 
giančių briaunų visumą. Tačiau daugelio jungčių atžvilgiu 
aukščiau pateiktieji samprotavimai netenka savo įtikinamumo; 
iš tikrųjų jie gali netgi pasirodyti esą klaidingi, kai grafai turi 
begalinę aibę viršūnių ir briaunų. Mažų mažiausiai tokių atveju 
tektų pateikti visiškai naujus įrodymus. 


Q 


Pratimai 
1, Nurodykite keletą jungčių, nepaminėtų tekste. Pamėginkite savaran- 
kiškai sugalvoti kokių nors naujų pavyzdžių. 
2. Skaičių 2, 3, 4, 5, 6 aibei nubraižykite grafus ir išvardinkite aibes 
Rx, imdami tokias jungtis: 
a) x>y, bd) xy, 0)x|v. 


$ 2. Specialios sąlygos 


Naujos pažiūros paprastai priveda ir prie naujų išvadų. Į 
grafų teoriją teks įvesti kai kuriuos pagrindinius jungčių teorijos 
teiginius, kad abiejų teorijų analogija būtų dar gilesnė. 
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Sakykime, duota kuri nors jungtis R. Gali atsitikti, kad 
koks nors elementas a siejasi šia jungtimi pats su savimi: 


a Ra. (3) 


Pavyzdžiui, kiekviena tiesė A laikoma lygiagrečia pati sau: A||A*), 
kiekvienas skaičius tenkina sąlygą 2>a ir t. t. Iki šiol grafuo- 
se šis atvejis nebuvo numatytas. Jį turėtų atitikti briauna (a, a), 
kurios galiniai taškai sutampa. Tokia briauna vadinama kilpa 
(82 brėž.). 


82 brėž. 


Jungtis R, kuriai (3) sąlyga yra išpildyta, imant bet kurį ele- 
mentą a, vadinama refleksyvia; atitinkamas grafas kiekvieno- 
je viršūnėje turi kilpą. Refleksyvių jungčių pavyzdžiais gali būti 
jau aukščiau paminėta lygiagretumo jungtis A||B tiesių aibėje 
arba jungtis 4 >b skaičių aibėje. 

Jeigu (3) sąlygos netenkina nė vienas elementas, tai R vadina- 
ma antirefleksyvia jungtimi. Atitinkamame grafe nė viena 
viršūnė neturi kilpos. Kaip pavyzdį čia galima nurodyti statmenu- 
mo jungtį A | B tiesių aibėje. 

Turint bet kurią jungtį R, galima apibrėžti atvirkštinę 
jungtį R*, susitariant, kad bR*a teisinga tuo ir tik tuo atveju, 
kai teisinga a Rb. Pavyzdžiui, jungčiai a|b (a yra skaičiaus b da- 
liklis) atvirkštinė jungtis 

b|*a 


reikš, kad b yra skaičiaus a»kartotinis. Dažnai atvirkštine i jung- 
čiai R* Žymėti įvedamas specialus simbolis; sakysime, jungčiai 
„4 didesnis už b“ (a > b) atvirkštinė jungtis yra b <a, t. y. b ma- 
žesnis už a; jungtis a€ A (a yra aibės A elementas) turi atvirkšti- 
nę A34a, t. y. aibė A turi elementą a. 


*) Gaila, mūsų vadovėliuose visiškai natūrali jungtis A || Æ dažnai nepa- 
minima. 
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Iš atvirkštinės jungties apibrėžimo matyti, kad tuo atvejų, 
kai jungtį R atitinkančiame grafe G yra briauna (a, b), jungti R* 
atitinkančiame grafe G* turi būti briauna (b, a). Kitaip sakant, 
grafas G* yra atvirkštinis grafui G: G* turi tas pačias briaunas, 
kaip ir G, bet visos jo briaunos yra priešingai orientuotos. 

Gali atsitikti, kad kuriai nors elementų a ir b porai ir kuriai 
nors jungčiai R galioja dvi priklausomybės 


aRb ir bRa. (4) 


Atitinkamame grafe turi būti dvi priešingai orientuotos briaunos 
(a, b) ir (b, a). Tokį briaunų dvejetą galima pakeisti viena ne- 
orientuota briauna panašiai, kaip darėme su gatvėmis, kuriomis 
leidžiamas dvipusis judėjimas. 

Kai kurioms jungtims iš vienos (4) priklausomybės išplaukia 
antroji. Tokios jungtys vadinamos simetriškomis. Pavyzdžiais 
čia galima nurodyti lygiagretumo jungtį A||B, statmenumo jung- 
ti A |B ir lygybės jungtį A=B. Sutinkamai su ką tik padaryta 
pastaba galima sakyti, kad 

simetrinę jungtį atitinka grafas su neorientuotomis briaunomis ; 
atvirkščiai, grafas su neorientuotomis briaunomis apibrėžia kokią 
nors simetrinę jungtį. 

Yra ir tokių jungčių R, kurioms iš to, kad patenkinta viena 
iš (4) sąlygų, išplaukia, jog antroji tikrai negalioja. Kaip pavyzdį 
nurodysime jungtį a >b. Tokios jungtys vadinamos antisimet- 
riškomis. Jų grafuose nėra neorientuotų arba priešingai orien- 
tuotų briaunų, jungiančių tą pačią viršūnių porą; be to, juose 
nėra ir kilpų, t. y. tokios jungtys antirefleksyvios. 

Yra dar viena savybė, turinti didelę reikšmę jungčių teori- 
joje. Sakome, kad jungtis R yra tranzityvi, jei iš dviejų sąlygų 

aRb ir bRc 
išplaukia 

aKc. 
Pavyzdžiais čia gali būti lygiagretumo jungtis A|(B, lygybės jung- 
tis a=b, jungtis „a didesnis už b“: a>b, jungtis „a yra skaičiaus 
b daliklis“: a/b. Iš kitos pusės, jungtys A||B ir ab tranzityv mo 
savybės neturi. 
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Tranzityvios jungties grafas turi tokią būdingą savybę: 
bet kuri briaunų 
(a, b) ir (b, c) (5) 
pora turi uždarančiąją briauną (a, c) (83 brėž.). Pasinaudoję šia 
savybe kelis kartus, gauname tokią išvadą: jeigu minėto tipo 
grafe yra orientuota grandinė, einanti iš viršūnės x į kitą viršūnę 
y, tai yra ir orientuota briauna (x, y). 
b 


83 brėž. 


6 C 


Pagaliau tarkime, kad turime orientuotų briaunų grafą G, 
kuris nėra tranzityvus. Pavyzdžiui, 84 brėžinyje atvaizduotas 
grafas neturi briaunos, jungiančios a su c, o 85 brėžinyje vietoj 


b A d 


a d a C 


84 brėž. 85 brėž. 


briaunas (a, b) ir (b, c) uždarančios briaunos (a, c) yra briauna 
(c, a). Orientuotą grafą G visada galima padaryti tranzityviu, 
papildant jį orientuotomis briaunomis tol, kol prie kiekvienos 
iš eilės einančių briaunų poros nebus prijungta uždarančioji 


b c K 


GT 


86 brėž. 87 brėž. 


briauna. Šitokiu būdu sudarytas naujas grafas GT vadinamas 
grafo G tranzityviu uždariniu. 86 ir 87 brėžiniuose pateikti 
atitinkami tranzityvūs uždariniai tų grafu, kurie buvo atvaiz- 
duoti 84 ir 85 brėžiniuose. Pastebėsime, kad, prie 85 brėžinio 
grafo prijungus uždarančiąsias briaunas (a, c) — briaunoms 
(a, b) ir (b, c); (e, b) — briaunoms (c, a) ir (a, b); (b, a) — briau- 
noms (b, c) ir (c, a), gautasis tranzityvus uždarinys pasirodė esąs 
kurios nors simetrinės jungties grafas. 


Pratimai 


Į. Pateikite pavyzdžius kitų jungčių, turinčių aukščiau minėtas savybes. 
2. Išnagrinėkite giminystės jungtis: 
a) A yra individo B palikuonis; 
b) A ir B turi bendrą protėvį. 
3. Sudarykite grafų, atvaizduotų 49 ir 60 brėžiniuose, tranzityvius už- 
darinius. 


$ 3. Ekvivalentumo jungtys 


Iš daugybės matematinių jungčių išsiskiria ekvivalentumo 
jungtys, kurioms tenka ypatingai svarbus vaidmuo. Ekvivalen- 
tumo jungtis, paprastai žymima simboliu >, apibūdinama šito- 
kiomis trimis savybėmis: 

1. Refleksyvumu: a~a; 

2. Simetriškumu: iš a~b išplaukia b~a; 

3. Tranzityvumu: iš a~b ir b~c išplaukia a~c. 

Pavyzdys, tuojau pat ateinantis į galvą, — lygybės jungtis: 
a=b. Iš tikrųjų, ekvivalentumo jungtis turi savybes, analogiškas 
lygybės savybėms, todėl dažnai ekvivalentųmas laikomas savo- 
tiška lygybe; geru pavyzdžiu gali būti geometrinių figūrų kon- 
gruentiškumas, kuris ne be reikalo dažnai vadinamas lygybe. 

Skaičių teorijoje naudojamasi kito tipo ekvivalentumo jung- 
timi, kuri vadinama lygstamumu. Jeigu a, b ir m — trys svei- 
kieji skaičiai, tai užrašas 

a=b(mod m) „ (6) 
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reiškia, kad skirtumas a — b dalijasi iš m; kitaip sakant, yra svei- 
kasis skaičius k, tenkinantis lygybę 
a=b+km. (7) 
Skaičių teorijoje (6) jungtis išreiškiama šitaip: skaičius a 
lygsta skaičiui b moduliu m. Kaip pavyzdžius pateikiame lyginius 
11 =2 (mod 3), 
—7=19 (mod 13). 
Siekiant vienodumo, (6) užrašas kartais vartojamas ir tais atve- 
jais, kai paprastai naudojami kiti terminai. Pavyzdžiui, lyginiai 
b=0 (mod 2), c=1 (mod 2) 
atitinkamai reiškia, kad b yra lyginis skaičius, o < — nelyginis 
skaičius. Panašiai lyginys 
a=0 (mod m) 
išreiškia tą faktą, kad a dalijasi iš m. 
Labai lengva įrodyti, kad skaičių lygstamumo (6) jungtis 
tenkina tris sąlygas, kurias turi tenkinti ekvivalentumo jungtis: 
1) aza (mod m), nes a=a4+0-m; 
2) jeigu a=b (mod m), tai pagal (7) a=b+ km, 
o iš čia b=a+(—k)m; todėl b=a (mod m); 
3) jei a=b (mod m) ir b=c (mod m), tai pagal (7) 
formulę 
a=b+km, b=c+!m; 
vadinasi, 
a=c+lm+km=c+(I+ k)m, 
t. y. a=c (mod m). 
Kai m=0, (6) lyginys, kaip matyti iš (7) sąlygos, tampa pa- 
prasta lygybe. 
Ekvivalentumo jungtį, kaip tuoj pat pamatysime, galima 
traktuoti ir kitu būdu. Pirmiausia pastebėsime, kad ji visada 


apibrėžta kurios nors aibės S elementams; du aibės S elementai 
yra arba ekvivalentus, arba neekvivalentūs vienas kitam. Pavyz- 
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džiui, (6) lyginys nagrinėjamas visų sveikųjų skaičių aibėje. Ly- 
giagretumo jungtis A||B yra ekvivalentumo jungtis, apibrėžta 
visų plokštumos arba erdvės tiesių aibėje. 

Tarkime, kad kurios nors aibės S elementus sieja kokia 
nors ekvivalentumo jungtis a—b, ir imkime visus elementus b, 
ekvivalenčius elementui a. Jie sudaro aibę B„ kuri yra aibės S 
dalis. Tokios aibės B, atitinka aukščiau minėtas aibes R, kai 
buvo kalbama apie bendro tipo jungtį R, tik šiuo atveju aibes 
B, vadinsime ekvivalentumo klasėmis, atitinkančiomis 
duotąją ekvivalentumo jungtį. 


88 brėž. 89 brėž. 


Kokios tų klasių savybės? Kadangi ekvivalentumo jungtis 
yra refleksyvi (a -—a), tai elemento a klasei B, priklauso ir pats 
elementas a. Dabar tarkime, kad elementas b priklauso klasei 
B, t. y a~b, o elementas c priklauso elemento b klasei. B,, t. y. 
b~c (88 brėž.). Kadangi ekvivalentumo jungtis yra tranzityvi, 
tai iš čia išplaukia, kad a ~c, t. y. c priklauso klasei B,. Vadinasi, 
visa ekvivalentumo klasė B, priklauso klasei 8,. Tačiau ekvivalen- 
tumo jungtis yra simetriška: jei ab, tai b~a; todėl klasė B, 
irgi priklauso klasei B,. Taigi, jei a—b6, tai B,= B. 

Dabar imkime du aibės S elementus a ir b, neekvivalenčius 
vienas kitam; norėdami tai pažymėti, perbrauksime ekvivalentu- 
mo ženklą: a /- b. Tokiu atveju klasės B, ir B, nesusikerta, t. y. 
neturi bendrų elementų. Iš tikrųjų, jeigu koks nors elementas c 
priklausytų tiek klasei B,, tiek ir klasei B,, tai turėtume 


a~c ir bac, 
o iš to gautume a~ b,. kas prieštarauja prielaidai. 


4. O. Ore 47: 


Kadangi kiekvienas elementas priklauso tik vienai klasei, 
tai visa aibė S suskyla į nesusikertančias ekvivalentumo klases 
(89 brėž.). Kiekviena tokia klasė susideda iš visų vienas kitam 
ekvivalenčių elementų. 

Pirmų pavyzdžiu laikykime plokštumos tiesių visumą S ir 
lygiagretumo jungtį A||B; šiuo atveju kiekviena ekvivalentumo 
klasė susideda iš visų tiesių, turinčių vienodą kryptį. 

Štai dar vienas pavyzdys. Skaičių lygstamumo jungtis (6) 
visus sveikuosius skaičius suskirsto į ekvivalentumo klases; jos 
vadinamos rezidiumų moduliu m klasėmis. Kiekviena 
klasė sudaryta atitinkamai iš skaičių: 


B,= (km), B,= (1 +km}, 
B,=į2 + km), e.e; Bn- ={Mm-— Í +km}. 


Kitaip sakant, B, susideda iš visų skaičių, kuriuos dalydami 
iš m, gauname liekaną r. Kai m=2, gauname visų sveikųjų skai- 
čių suskirstymą į lyginius ir nelyginius; kai m=3, gaunami tri- 
jų tipų skaičiai: 

3k, 3k+1, 3k +2. 


Matome, kad kiekviena ekvivalentumo jungtis nustato tam 
tikrą visų aibės S elementų suskirstymą į nesusikertančias klases, 
kaip parodyta 89 brėžinyje. Dabar tarkime, kad, atvirkščiai, 
duotas kuris nors aibės S suskaidymas į nesusikertančius poai- 
bius B;. Tokių atveju galime aibėje S apibrėžti atitinkamą ekviva- 
lentumo jungtį, tiesiog tardami, kad a~b tuo ir tik tuo atveju, 
kai a ir b priklauso tam pačiam poaibiui B;. Aišku, kad trys są- 
lygos, kurias turi tenkinti ekvivalentumo jungtis, tokiu atveju 
bus išpildytos. Iš to matyti, kad ekvivalentumo jungtis ir aibės 
S suskirstymas į nesusikertančius poaibius — dvi to paties klau- 
simo pusės. Bet kuri ekvivalentumo jungtis įgalina aibę suskaidyti 
į nesusikertančius poaibius; atvirkščiai, bet kuris toks suskaidy- 
mas apibrėžia kokią nors ekvivalentumo jungtį. 

Pateiksime dar vieną — ne matematinį pavyzdį. Sakysime, 
kad du žmonės turi tą pačią pilietybę, jeigu jie yra tos pačios 
valstybės piliečiai; atvirkščiai, pagal pilietybę visa žmonija dali- 
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jasi į klases (išskyrus žmones, kurie neturi pilietybės; kiekvienas 
jų sudaro atskirą klasę). 

Pagaliau prisiminsime trečią ekvivalentumo jungties aspek- 
tą — jo grafą. Grafo viršūnių aibę pažymėkime raide S; visos 
viršūnės, priklausančios klasei B,, sujungtos tarpusavyje briau- 
nomis, todėl kiekvieną viršūnių aibę B; atitinka pilnas grafas G;; 
be to, kiekvienoje šio grafo viršūnėje yra kilpa. Kadangi nėra 
briaunų, jungiančių dviejų skirtingų klasių viršūnes, tai nagrinė- 
jamos jungties R grafas G yra sudarytas iš susijusių komponenčių 


— grafų G. 
TRL 


90 brėž. 


90 brėžinyje atvaizduotas ekvivalentumo jungties grafas, 
kai aibė susideda iš 12 elementų; atitinkamos klasės čia susideda 
iš 5, 4, 2 ir 1 elemento. 


Pratimai 


1. Sugalvokite daugiau ekvivalentumo jungties pavyzdžių. 

2. Įrodykite, kad lyginius (6) galima panariui sudėti, atimti ir dauginti: 
jei a=b (mod m) ir c=d (mod m), tai a+žc=b+d (mod m), ac= bd (mod m). 

3. Sakykime, kad du realūs (arba kompleksiniai) skaičiai atitinka vie- 
nas kitą, kai lygūs jų absoliutiniai didumai (moduliai). Įrodykite, kad ši 
jungtis yra ekvivalentumo įungtis, ir nustatykite kiekvienos klasės elementus. 


$ 4. Dalinis sutvarkymas 


Norėdami pateikti dar vienos svarbios matematinės jungties 
pavyzdį, imsime kurių nors elementų aibę S. Tie elementai gali 
būti, pavyzdžiui, skaičiai, taškai arba net žmonės, turį kokius 
nors bendrus požymius. Šioje aibėje S sudarysime kurią nors 


49 99 


šeimą mažesnių aibių, arba poaibių, A, B, ... Jei aibė S sudaryta, 
sakysime, iš visų realiųjų skaičių, tai kiekvienas tokios šeimos 
poaibis gali būti sudarytas, pavyzdžiui, iš kurio nors intervalo 
skaičių; jei S — plokštumos taškų aibė, tai aibes A, B, ... gali 
sudaryti visi duotųjų linijų arba figūrų taškai. 

Kiekviena tokių poaibių pora gali tenkinti arba netenkin- 
ti įjungimo jungtį A 2 B, kuri reiškia, kad visi aibės B elemen- 
tai priklauso aibei A. Dvi tokios aibės gali būti sudarytos iš tų 
pačių elementų; tokiu atveju Æ =B. Tiesiogiai matyti, kad minė- 
toji įjungimo jungtis tenkina tris šitokias sąlygas: 

1. Refleksyvumas: A2 A. 

2. Tranzityvumas: jei A2B ir B2C, tai A2ZC. 

3. Tapatumas: jei A2B ir B2A, tai A=B. 

Vietoj jungties A 2 B dažnai naudojama griežto įjungimo 
jungtis, žymima šitaip: Æ > B. Ji, kaip ir anksčiau, reiškia, kad 
B vra aibės A dalis, arba poaibis, bet šiuo atveju negali būti su- 
tapimo A=B, t. y. B yra tikrasis aibės Æ poaibis. Griežto 
įjungimo jungčiai būdingos šitokios savybės: 

l. Antirefleksyvumas: jungtis A> A niekada nėra teisinga. 

2. Tranzityvumas: jei A>Bir B>C, tai A>C. 

Binarinė jungtis a >b, įvedama bet kurių elementų a, b, ... 
aibėje ir tenkinanti sąlygas, būdingas įjungimo jungčiai, vadinama 
dalinio sutvarkymo jungtimi. Vadinasi, ji tenkina šitokias 
aksiomas: 

l) aza; 
2) jei azbir bz2C, tai azc; 
3) jei a>b ir bza, tai a=b. 


Vienose matematikos šakose dalinio sutvarkymo ženklu 
vartojamas smailus simbolis a >b, kitose — apvalus a2 b; pa- 
starasis, būtent, paprastai vartojamas kaip aibių įjungimo ženklas. 

Iš tikrųjų dalinis sutvarkymas ir aibių įjungimo jungtis — 
tai tik skirtingos tos pačios situacijos išraiškos. Kai aibė dalinai 
sutvarkyta, kiekvieną jos elementą a atitinka aibė R,, susidedanti 
iš tų elementų b, kuriems a > b. Kadangi ši jungtis refleksyvi, tai 
a irgi priklauso R,. Du skirtingi elementai a ir b apibrėžia skirtin- 
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gas aibes R, ir R,; iš tikrųjų, jeigu R,= R,, tai vienu metu turime 
azbir b>a, todėl a=b. Be to, kaip tuoj įsitikinsime, priklauso- 
mybė a > b teisinga tada ir tik tada, kai atitinkamoms aibėms ga- 
lioja įjungimo priklausomybė R,2 R,. Iš tikrųjų, jeigu a> b, tai 
kiekvienas aibės R, elementas c tenkina sąlygą b> c, todėl šiuo 
atveju a 2c, t. y. R,2 R,. Iš kitos pusės, jei R,2 R, tai a>b, nes 
b priklauso R, 

Visiškai panašiai jungtimi a >b įvedamas griežtas dalinis 
sutvarkymas, tenkinantis šitokias sąlygas: 

1) jungtis a>a negalima; 

2) jei a>b ir b>c, tai a>c. 

Kaip ir anksčiau, įrodoma, kad jungtis a>b galioja tada ir tik 
tada, kai aibė R, yra tikrasis aibės R, poaibis: R, > R,. Simbolis 
> čia vartojamas bendresne prasme, negu žinomasis simbolis 
„daugiau“, kuriuo jungiami du skaičiai. 

Dabar išnagrinėkime dalinio sutvarkymo jungties grafą G 
tuo atskiru atveju, kai viršūnių skaičius yra baigtinis. Nėra rei- 
kalo pernelyg kruopščiai skirti dalinio sutvarkymo ir griežto 
dalinio sutvarkymo sąvokas: vienintelis atitinkamų grafų skirtu- 
mas pasireiškia tuo, kad pirmuoju atveju grafas turi kilpas, o 
antruoju — neturi. Jei a>b, tai grafe G yra orientuota briauną 
(a, b). 91 brėžinyje atvaizduotas grafas, kuris atitinka griežtą da- 
linį sutvarkymą aibėje, turinčioje 8 elementus — grafo viršūnes. 

Skubame pabrėžti, kad paprastai dalinio sutvarkymo gra- 
fas vaizduojamas šiek tiek kitaip. Sakysime, aukščiau pateiktame 
grafe prie bet kurių dviejų briaunų (a, b) ir (b, c) yra ir briauna 
(a, c), todėl duotąją schemą galima supaprastinti, praleidžiant 


AA 


91 brėž. 02 brėž, 
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visas uždarančiąsias briaunas. Apskritai, jei grafe yra orientuota 
grandinė A (a, 6), einanti iš a į b, tai jame, griežtai kalbant, turi 
būti ir briauna (a, b); bet kadangi tokių uždarančiųjų briaunų 
egzistavimas tiesiog išplaukia iš atitinkamų orientuotų grandi- 
nių egzistavimo, tai šias briaunas galima laikyti nereikalingomis 
ir jas atmesti. Šitaip pakeitę grafą, esantį 91 brėžinyje, gausime 
daug paprastesnį grafą, atvaizduotą 92 brėžinyje. 

Dalinio sutvarkymo grafas, iš kurio pašalintos visos 
kilpos ir visos nereikalingos briaunos, vadinamas atitinkamos 
jungties baziniu grafu. Jeigu A (a, b) — orientuota grandinė 
baziniame grafe, tai 
orientuotos briaunos (a, 
b) jame nėra, nes ji čia 
nereikalinga. Taip pat 
čia negali būti ir priešin- 
gai nukreiptos briau- 
nos (b, a), nes ji kartu 
su grandine A (a, b) 
sudarytų orientuotą cik- 
lą (93 brėž.), grįžtantį 

93 brėž. į a, o iš to jau išplauk- 

tų, kad a>a, kas prieš- 

tarauja 1 sąlygai. Iš kitos pusės, kiekvienas aciklinis -orientuo- 

tas grafas, t. y. orientuotas grafas, neturintis orientuotų ciklų, 

priveda prie dalinio sutvarkymo, jeigu tariame, kad a>b tuo 
atveju, kai grafe yra orientuota grandinė, einanti iš a į b. 

Sutvarkymo (griežtąja prasme) jungtimi vadinamas 
(griežtas) dalinis sutvarkymas a>b, jeigu be ankstesnių sąlygų 
dar patenkinta pilnumo sąlyga. 

Pilnumo sąlyga. Jeigu a ir b — du bet kurie nesutampantys 
elementai, tai visada teisinga viena iš dviejų priklausomybių a > b 
arba b>a. o 

Kitaip sakant, šiuo atveju visus aibės elementus galima 
„Lyginti“ tarpusavyje minėtos jungties atžvilgiu. Kartais tokia 
jungtis, norint ją atskirti nuo dalinio sutvarkymo, vadinama 
pilno sutvarkymo jungtimi. Panašiai sutvarkymo jungtis 
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azb apibrėžiama ta pačia pilnumo sąlyga, papildant ja dalinio 
sutvarkymo sąlygas. 

Kai duota sutvarkymo jungtis, tai aibės R, ir R,, atitinkan- 
čios elementus a ir b, visada turi tenkinti arba sąlygą R,> R, 
arba R,> R,. Tiek matematikoje, tiek ir kasdieniniame gyvenime 
nuolat susiduriame su sutvarkytomis aibėmis; pavyzdžiui, žo- 
dynuose žodžiai išdėstomi leksikografiškai, t. y. pagal abėcėlę; 
mokiniai gali būti sutvarkomi pagal ūgį, pagal sportinėse varžy- 
bose surinktų taškų skaičių, pagal mokykloje gautus pažymius 
ir pagal daugelį kitų požymių. Labiausiai žinomas matematikoje 
skaičių sutvarkymas realiųjų skaičių ašyje. Čia aibę R, sudaro 
visi skaičiai b, kurie tenkina sąlygą a>6, t. y. R,, kaip įprasta 
įsivaizduoti, sudaro visi tie skaičiai, kurie skaičių ašyje yra iš 
kairės nuo a (94 brėž.). 


Ro 
AN L] 
94 brėž. 


Labai dažnai tenka susidurti su sutvarkytomis aibėmis, tu- 
rinčiomis baigtinį skaičių elementų. Tokioje aibėje yra koks 
nors elementas a,, mažesnis už visus kitus elementus, po jo sekan- 
tis elementas a., didesnis už a,, bet mažesnis už visus kitus ele- 
mentus, ir t. t.; šitaip tęsdami, pasiekiame didžiausiąjį elementą 
a, Vadinasi, tokios aibės elementai yra sutvarkyti panašiai, kaip 
sutvarkyti sveikieji skaičiai 1, 2, ..., n, išdėstyti didėjančia tvar- 
ka. Tai galima išreikšti ir šitokiu būdu: kiekviena sutvarkyta aibė, 
turinti n elementų, sutvarkymo atžvilgiu yra tokios pačios struk- 
tūros, kaip ir sveikųjų skaičių 1, 2, ..., n aibė. 


Pratimai 


1, Keturi skaičiai 1, 2, 3, 4 sudaro sutvarkytą aibę. Nubraižykite pilną 
šios aibės grafą ir bazinį grafą. | 

2. Sutvarkytą aibę sudaro n skaičių 1, 2, 3, ..., n. Koks jos bazinis 
grafas? 
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3. Įrodykite, kad dalumo jungtis a | b sveikųjų skaičių aibėje yra dalj- 
nio sutvarkymo jungtis. Kuo skiriasi šiuo atveju dalinis sutvarkymas nuo 
griežto dalinio sutvarkymo? 

4. Išvardinkite visus aibės S poaibius, kai aibę S sudaro trys elementai 
a, b, c. Kiek čia turime poaibių? Sudarykite atitinkamą dalinio sutvarkymo 
grafą ir bazinį grafą. Kodėl čia verta įvesti ir tuščią aibę S, visiškai neturin- 
čią elementų? 


VIII SKYRIUS 


Plokštieji grafai 


$ 1. Plokščiųjų grafų požymiai 


Plokščiu grafu, kaip minėjome aukščiau (skaitykite I 
sk. $ 4), vadinamas grafas, kurį plokštumoje galima nubraižyti 
taip, kad jo briaunos neturėtų susikirtimo taškų, išskyrus viršū- 
nes. Jau turėjome keletą plokščių grafų pavyzdžių. I skyriaus 
S 5 nagrinėjome trijų namų ir trijų šulinių uždavinį, kurį spręs- 
dami, išsiaiškinome, kodėl jo grafas nėra plokščias. Šio uždavi- 
nio grafą (16 brėž., 16 psl.) galima nubraižyti įvairiais būdais, 
kaip ir bet kurį kitą grafą. Kai sakome „šio uždavinio grafas“, 
turime mintyje bet kurį grafą, izomorfišką kuriam nors atskiram 
grafui, išreiškiančiam minėtąją situaciją. Vadinasi, teiginys „16 
brėžinyje atvaizduotas grafas nėra plokščias“ reiškia, kad nėra 
jam izomorfiško grafo, nubrėžto plokštumoje, laikantis nurody- 
tų reikalavimų. To grafo viršūnes galima išdėstyti, pavyzdžiui, 
taisyklingojo šešiakampio viršūnėse, kaip nurodyta 95 brėžinyje. 
Briaunų susikirtimo taškas, esąs šešiakampio centre, nėra grafo 
viršūnė: reikia įsivaizduoti, kad šiame taške briaunos eina viena 
virš kitos. 


A A 
Z X 
£ 8 
c B 
Y D `’ C 
95 brėž. 96 brėž. 
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Egzistuoja net grafas, turintis tiktai penkias viršūnes, bet ne 
plokščias — tai pilnas grafas su penkiomis viršūnėmis (96 brėž.). 
Kad šitas grafas iš tikrųjų nėra plokščias, galima įsitikinti tokiu 
pat būdu, kuriuo I skyriaus $ 5 buvo nagrinėjamas 95 (arba 16) 
brėžinyje pateiktas grafas. Bet kokių būdu atvaizdavųs tokį grafą 
plokštumoje, jo viršūnės, sakysime, imamos iš eilės ABCDEA, 
turi sudaryti kokį nors ciklą 2. Brėždami šio plokščiojo grafo 
briauną (B, E), dar galime pasirinkti, kur ją brėžti — ciklo 2 vi- 
duje ar išorėje. Abiem atvejais samprotavimas bus vienodas. 
Tarkime, kad minėtąją briau- 
ną nubrėžėme ciklo 2 viduje, 
kaip 97 brėžinyje. Viršūnę A 
reikia sujungti su viršūnėmis 
Dir C. Kadangi briauna (B, 
E) kliudo jas pravesti ciklo 2 
viduje, tai abi jas reikia brėžti 
P išorėje. Briauną (D, B) gali- 

97 brėž. ma nubrėžti tik viduje 2, nes 

briauna (4, C) trukdo prieiti 

prie taško B iš išorės. Tačiau tada nebelieka kaip nubrėžti plokš- 

tumoje paskutinę briauną (C, E), nes ji nebegali eiti nei ciklo 

2 viduje — trukdo briauna (D, B), nei 2 išorėje — trukdo 
briauna (A, D)*!, 

Mes smulkiai išnagrinėjome tuos du grafus — trijų namų 
ir trijų šulinių uždavinio grafą (95 brėž.) ir pilnąjį grafą su penkio- 
mis viršūnėmis (96 brėž.), nes tuodu grafai vaidina ypatingą vaid- 
menį, nustatant, ax duotasis grafas yra plokščias, ar ne. Krite- 
rijų, apibūdinanti plokščius grafus, 1930 metais pasiūlė lenkų 
matematikas Kuratovskis. Norint šį kriterijų suformuluoti, rei- 
kia iš pradžių išsiaiškinti, ką vadiname grafo praplėtimu ir 
sutraukimu. 


Tarkime, kad kai kuriose grafo briaunose pažymėjome nau- 
jas viršūnes ir todėl šios briaunos pasidarė elementarinėmis gran- 
dinėmis, sudarytomis iš kelių briaunų. Tokią operaciją pavadin- 

*) Kitą įrodymą rasite $ 3. 
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sime grafo praplėtimu. 98 brėžinyje pateiktas grafo praplėti- 
mo pavyzdys, kuriame grafas a, turintis tik keturias viršūnes, 
praplėstas iki grafo b. 

Atvirkščiai, tarkime, kad turime „tokį grafą, kaip atvaizduo- 
tas 98 brėžinyje grafas b, kuriame yra elementarinės grandinės, 
padalytos į briaunas, bet iš tarpinių viršūnių neišeina jokių kitų 


08 brėž, a b 


briaunų. Atvirkštine operacija jį galima sutraukti taip, kad jo 
elementarinės grandinės taptų briaunomis. Pavyzdžiui, 98 brė- 
žinyje atvaizduotą grafą b galima sutraukti iki grafo a, paša- 
linant tarpines viršūnes iš atitinkamų elementarinių grandinių. 

Dabar jau galime suformuluoti Kuratovskio teoremą. 

Grafas yra plokščias tada ir tik tada, kai jo viduje nėra tokio 
grafo, kurį galima sutraukti iki penkiakampio grafo (96 brėž.) 
arba iki šešiakampio grafo (95 brėž.). 

Šios teoremos įrodymas nėra labai sudėtingas, bet šiek tiek 
griozdiškas; jai įrodyti prireiktų daugiau vietos, negu čia mums 
suteikta. 

Padarysime dar keletą pastabų, liečiančių plokščiuosius 
grafus. Aukščiau, sakysime, nagrinėdami 17 (16 psl.) arba 97 
brėžiniuose pateiktus grafus, mes stengėmės išreikšti juos plokš- 
čiais, vaizduodami jų briaunas daugiau ar mažiau sudėtingomis 
kreivėmis. Iš tikrųjų tai nėra esminis dalykas. Galima parodyti, 
kad kiekvieną plokščią grafą įmanoma nubraižyti plokštumoje 
taip, kad visos jo briaunos būtų tiesių atkarpos, jei tik, žinoma, 
nėra tokios viršūnių poros, kuri sujungta keliomis briaunomis. 
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Kaip pavyzdį galime nurodyti 97 brėžinyje pateiktą grafą ir jo 
„tiesinį atvaizdavimą“, duotą 99 brėžinyje. 

Verta paminėti dar ir tai, kad kiekvieną plokščią grafą ga- 
lima atvaizduoti rutulio 
paviršiuje. Yra daug bū- 
dų tokiam vaizdavimui 
atlikti. Pavyzdžiui, šiam 
reikalui galima pasi- 
naudoti stereografine 
be projekcija; šiuo meto- 
du dažnai naudojasi 
kartografai, ypač tada, 
kai reikia sudaryti Žemės rutulio sričių, esančių arti prie polių, 
žemėlapius. 

Tarkime, kad P — plokštuma, kurioje nubraižytas duota- 
sis grafas. Pastatykime sferą S taip, kad ji liestų plokštumą P, 
taip sakant, savo pietų poliuje (100 brėž.). Šiaurinį polių NM lai- 


100 brėž. 


A 


kysime projekcijos centru. Kiekvieną plokštumos P tašką p tie- 
sės atkarpa sujungiame su tašku A. Šita atkarpa perkirs sferą 
S kuriame nors taške s. Tokiu būdu kiekvienam plokštumos 
P taškui p bus priskirtas atitinkamas sferos S taškas s. Atvirkš- 
tine projekcija galima kiekvieną grafą, nubraižytą sferoje, atvaiz- 
duoti į plokštumą, liečiančią sferą S. Vienintelis sferos S taškas, 
neturintis vaizdo plokštumoje P, yra projekcijos centras N. 
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Pratimai 


l. Iš 95 brėžinyje atvaizduoto grafo pašalinkite briauną (A, Y) ir gautą 
po to grafą nubraižykite plokštumoje taip, kad visos jo briaunos būtų nesusi- 


kertančios tiesių atkarpos. 
2. Pamėginkite surasti visus grafus su šešiomis viršūnėmis, kurie nėra 


plokštieji. 


$ 2. Oilerio formulė 


Dabar nagrinėsime plokščius grafus, kurie plokštumoje 
sudaro daugiakampius tinklus, Vadinasi, plokščiojo grafo briau- 
nos sudaro aibę vienas prie kito pridėtų daugiakampių*?, dali- 
jančių plokštumą į daugiakampes sritis panašiai, kaip atvaizduota 
101 brėžinyje. 


101 brėž. 


Pabrėšime, kad, kalbėdami apie daugiakampius, terminui 
„daugiakampis“ teikiame kitokią prasmę, negu paprastai jam 
teikiama, būtent, nereikalaujame, kad kraštinės būtinai būtų 
tiesios. Tai gali būti bet kokios tolydinės kreivės, nekertančios 
savęs ir dalijančios plokštumą į atskiras sritis. Geru tokio daugia- 


*) Čia „„daugiakampiu“ vadinama uždara laužtinė linija. (Vert.) 
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kampio grafo pavyzdžių yra JAV žemėlapis, padalytas į atskiras 
valstijas, o taip pat ir kiekvienas kitas geografinis žemėlapis, 
kuriame nubraižytos valstybių sienos. Šios sienos yra grafo briau- 
nos, o pačios valstybės — daugiakampiai. 

Taigi, dabar nagrinėsime daugiakampius grafus. Iš apibrė- 
žimo aišku, kad jie yra susiję grafai; be to, pareikalausime, kad 
nė vienas daugiakampis nebūtų kito daugiakampio viduje. Kiekvie- 
no tokio daugiakampio kraštinės briaunos sudaro ciklą, kai 
kada vadinamą minimaliu ciklu. Plokštumos dalis, esanti 
tokio daugiakampio viduje, vadinama grafo siena. Tokiame 
grafe yra ir maksimalus ciklas C,, kuris apriboja visą grafą 
su visomis jo sienomis. Matematikoje paprastai vadovaujamasi 
nuostabiai geru principu: įvedami tokie susitarimai, kad visos 
formulės būtų kiek įmanoma paprastesnės. Sakysime, šiuo at- 
veju plokštumos dalį, esančią ciklo C, išorėje, labai patogu lai- 
kyti grafo siena, kurią apriboja ciklas C,. Mes ją pavadinsime 
begaline siena Fæ. Projektuodami grafą į sferą (žr. § 1), ga- 
lime įsitikinti, kad iš tikrųjų nėra jokio skirtumo tarp begalinės 
sienos ir bet kurios kitos sienos. 

Visa tai pailiustruosime 101 brėžinio grafu. Tai grafas, turįs 
10 sienų, kurios sunumeruotos romėniškais skaičiais nuo I iki 
X. Pavyzdžiui, I sieną apriboja ciklas, sudarytas iš briaunų 


(l, 2), (2, 11), (11, 10), (10, 1), 


o VIII siena apribota tik dviem briaunomis, jungiančiomis 10 
ir 12 viršūnes. Maksimalaus ciklo C, briaunos eina iš eilės per 
visas viršūnės, sunumeruotas nuo 1 iki 10, o po to grįžta atgal 
į 1 viršūnę. Begalinę sieną X sudaro visi tie taškai, kurie yra ciklo 
C, išorėje. 

Erdviniai briaunainiai tenkina labai įdomią priklausomybę, 
kurią pirmas įrodė Oileris; ji vadinama Oilerio formule 
briaunainiams. Minima priklausomybė teisinga ir nagrinėja- 
miems daugiakampiams grafams. 

Tokio grafo G viršūnių, briaunų ir sienų skaičius pažy- 
mėkime atitinkamai raidėmis 


vọ b, S. 


Oilerio teoremoje teigiama, kad 
v—-b+s=2. (1) 
Įrodymas. (1) formulė savaime aiški tuo paprasčiausiu 


atveju, kai turime tik vieną daugiakampį, susidedantį iš 7 briaunų 
(102 brėž.). Tokiu atveju 


v=b=H, s=2, 


102 brėž. 


todėl (1) lygybė iš tikrųjų teisinga. Norėdami įsitikinti, kad šita 
formulė teisinga ir bendruoju atveju, pasinaudosime matemati- 
nės indukcijos metodu, būtent įrodysime: jei ši formulė teisinga, 
kai grafas turi s sienų, tai ji bus teisinga ir tada,kai grafas turi 
s+1 sieną. 


103 brėž. 


Daugiakampius grafus galima sudarinėti, pridedant paci- 
liui po vieną sieną „iš išorės“. Tarkime, kad'G (103 brėži- 
nyje ` nubraižytas ištisinėmis linijomis) — daugiakampis grafas, 
turintis y viršūnių, b briaunų ir s sienų, ir kad skaičiai v, b ir s 
tenkina Oilerio formulę. Pridėkime naują sieną, nubraižydami 
sienoje Foo kokią nors elementarinę grandinę, jungiančią dvi 
grafo G maksimalaus ciklo viršūnes (103 brėžinyje minima gran- 
dinė nubrėžta brūkšniuota linija). Jei ši grandinė turi 7 briaunų, 
tai prisideda 7—1 nauja viršūnė ir viena nauja siena. Tačiau ta- 
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da aišku, kad Oilerio formulė lieka teisinga ir šiam naujajam 
grafui, nes 
v'—b'+5'=(v+7—1)-(6+7) +(5+1)=v-6+5. 


Pratimai 


1. Patikrinkite, ar tinka Oilerio formulė grafui, atvaizduotam 13 brėži- 
nyje. 

2. Tą patį padarykite su grafu, kurį sudaro 8 x 8 kvadratiniai šachmatų 
lentos laukeliai. Apibendrinkite šį samprotavimą tam atvejui, kai lentoje yra 
nxn kvadratiniai laukeliai. 


$ 3. Kai kurios priklausomybės grafuose. 
Dualieji grafai 


Šiame paragrafe toliau nagrinėsime daugiakampius grafus. 

(1) Oilerio formulę parašysime šitaip: 

v+s=b4-2. (2) 
Grafo briaunų skaičių galima rasti, suskaičiavus, kiek briaunų 
išeina iš kiekvienos viršūnės. Kadangi tokiu atveju kiekviena 
briauna skaitoma du kartus, tai gauname lygybę 

2b=p(A;)+ ... Te(A,), (3) 
sutampančią su (1) formule iš I skyriaus § 6; p(A;) čia reiškia 
viršūnės A; laipsnį, t. y. iš jos išeinančių briaunų skaičių. 101 brė- 
žinyje atvaizduotam grafui b=22. 

Galima ir kitaip suskaičiuoti daugiakampio grafo briaunas. 
Grafo G k-kampių sienų skaičių pažymėkime simboliu ¿(k= 
=2, 3, 4, ...). Pavyzdžiui, apžiūrėję 101 brėžinyje atvaizduotą 
grafą, įsitikiname, kad 

=l, P3=3, 94=3, = L P; = l, p;=0, P =0, P =0, 

Pu = L. 
Kitaip sakant, iš dešimties to grafo sienų viena yra apribota 
dviem briaunomis, trys apribotos trimis briaunomis ir t. t. Ka- 
dangi tokiuose daugiakampiuose tinkluose nėra kilpų, tai juose 
nėra ir sienų, apribotų viena briauna. Vadinasi, 

S= +493 tat... (4) 
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O dabar, norėdami vėl nustatyti grafo briaunų skaičių, pastebė- 
sime, kad kiekviena jo briauna skiria vieną nuo kitos dvi sienas, 
Todėl 
2b =20 +39 +4pa t... (5) 
Iš čia 101 brėžinyje pateiktam grafui vėl gauname b=22*!. 
Turint bet kurį daugiakampį grafą G, galima žemiau nuro- 
dytu būdu nubraižyti naują daugiakampį grafą G*, kurį vadiname 
dualiuų pirmajam grafui. Kiekvienos sienos (taip pat ir begali- 
nės) viduje pasirenkame po vieną tašką. Du tokius vidinius taš- 
kus A ir B sujungiame briauna tuo ir tik tuo atveju, kai jie pri- 
klauso dviem gretimoms sienoms, turinčioms bendrą jas skirian- 
čią briauną E: šią naująją briauną iš A į B brėžiame taip, kad ji 
kirstų briauną Æ, bet nekirstų kitų grafo briaunų. Jeigu yra ke- 


*) Remiantis (4) ir (5) formulėmis, galima iš naujo įrodyti, kad pilnasis 
grafas su penkiomis viršūnėmis (96 brėž.) ir trijų namų bei trijų šulinių užda- 
vinio grafas (16 brėž.) nėra plokštieji grafai. Pirmuoju atveju viršūnių skai- 


, a „4 K ai P SR | 
čius v=5, briaunų skaičius b= 2 =10. Jeigu šis grafas būtų plokščias, tai 


pagal Oilerio teoremą jo sienų skaičius s būtų lygus 2—v4+5= 7. Kiekvienos 
dvi šio grafo viršūnės yra sujungtos tiktai viena briauna, todėl šiuo atveju 
Pa=0. Iš (4) ir (5) formulių turime 
s= 7=93 +t; T 
ir 
2b=20 = 3p; +4041 + 595+ e.. 
Pirmąją šių lygybių panariui padauginę iš 3, gauname 
21 = X t 3p + 3Ps + "T 
nors šita suma turėtų būti mažesnė už antrąją sumą, lygią 20. Iš gautojo prieš- 
taravimo matyti, kad mūsų prielaida buvo klaidinga. 
, 2 6.3 
Antruoju atveju v=6, b= 15 
skaičius s būtų lygus 5. Kadangi šiuo atveju ne tik p,=0, bet ir 4,=0 (du na- 
mai arba du šuliniai vienas su kitu nejungiami), tai 
s=5=94,+9;+94+ «.. 
2b= 18=49,+592, 1694 + 4) 
Visus pirmosios lygybės narius padauginę iš 4, gauname 
20=49,+49,+494+ «.., 
nors ši suma turėtų būti mažesnė už antrąją sumą, lygią 18. 


9: jei grafas būtų plokščias, tai jo sienų 


ir 
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letas briaunų, skiriančių dvi sienas, tai per kiekvieną briauną 
brėžiame po vieną naują briauną. Tai parodyta 104 brėžinyje, 
kuriame grafas G atvaizduotas ištisinėmis, o grafas G* — brūkš- 
niuotomis linijomis. Dualų grafą G* galima sudaryti tik plokš- 
čiam grafui G. 


104 brėž. 


Grafas, dualus daugiakampiui grafui, pats yra daugiakam- 
pis grafas. Iš 104 brėžinio matyti, kad kiekvieną grafo G sieną 
F atitinka tiksliai viena grafo G* viršūnė V*; be to, skaičius briau- 
nų, susiduriančių grafo G* viršūnėje V*, lygus skaičiui briaunų, 
apribojančių atitinkamą grafo G sieną F. Vadinasi, grafo G* 
viršūnės V* laipsnis lygus skaičiui briaunų, apribojančių atitinka- 
mą grafo G sieną F. Kiekvieną grafo G briauną E atitinka vie- 
nintelė ją kertanti grafo G* briauna E*. 

Iš kiekvienos grafo G viršūnės V išeina p(V) briaunų. Jas 
kerta grafo G* briaunos, apribodamos sieną F*. Vadinasi, grafo 
G* sieną F* apriboja p(V) briaunų. Iš 104 brėžinio lengva įsiti- 
kinti, kad grafas G savo ruožtu yra dualus grafui G*. Abu šie gra- 
fai turi vienodą skaičių briaunų, grafo G* viršūnių skaičius 
lygus grafo G sienų skaičiui, o grafo G* sienų skaičius — grafo 
G viršūnių skaičiui. 
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§ 4. Taisyklingieji briaunainiai 

Grafas vadinamas homogeniniu (žr. I sk. $6), jeigu kiek- 
vienoje jo viršūnėje susiduria vienodas skaičius p briaunų; homo- 
geninis daugiakampis grafas G vadinamas taisyklingu, jeigu 
jam dualus grafas G* irgi yra homogeninis. Vadinasi, (žr. praei- 
tą paragrafą), visos grafo G sienos yra apribotos vienodu skai- 
čiumi, sakysime p*, briaunų. 

Dabar įsitikinsime, kad egzistuoja labai mažai taisyklingų 
grafų. Jei grafo G briaunų skaičių nustatinėsime iš (3) ir (5) for- 
mulių, tai taisyklingiems grafams iš abiejų formulių gausime 

2b=pv=p*s. (6) 

Iš (6) lygybių randame 
e 
L 


S Ee 
b= 5 BV, 


V, 

šias išraiškas įstatome į (2) Oilerio formulę ir gauname 
p 1 

Gautąją lygybę galima parašyti taip: 


v(2e +20*— pp*)=40*. (7) 
Kadangi y ir p* — sveiki teigiami skaičiai, tai reiškinys, 
parašytas skliaustuose, irgi turi būti sveikas teigiamas skaičius: 
2p+2p*-pp* >0. 
Gautąją nelygybę perrašysime šitaip: 
pe*—2p—2p*<0, 
arba 
(p —2) (p*-2)<4. (8) 


(8) nelygybę spręsime, skirdami du atvejus. Iš pradžių nagrinė- 
sime tą atvejį, kai abu daugikliai ọ—2 ir p“ —2 yra teigiami, t. y. 
kai skaičiai p ir p* didesni už 2. Kadangi du sveiki teigiami skai- 
čiai, kurių sandauga mažesnė už 4, gali būti arba 1 ir 1, arba 
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I ir 2, arba I ir 3, tai ọ—2 <3 ir p*—2<3. Šiuo atveju p ir p* gali 
įgyti tik 5 reikšmes, nurodytas šitoje lentelėje: 


Taisyklingieii grafai 


P pr y | b | s | Tipas 

3 | + 4 | 6 4 por" 
ET 4 | 8 E 6 Kuba 
as |æ |% 12 Dodekaedras 
ao] 6 E 8 Oktaedras 

5 3 12 ja | 20 Ikosaedras 


Briaunų, viršūnių ir sienų skaičiai čia apskaičiuoti, remiantis 
(6) ir (7) formulėmis. Sudarant taisyklingus grafus, išvardintus 
lentelėje, pradedama nuo trikampio, keturkampio arba penkia- 
kampio, kurie atitinka ọ* reikšmes 3, 4 ir 5. Dėdami daugiakam- 
pius vieną prie kito taip, kad kiekvienoje viršūnėje susidurtų rei- 
kalaujamas briaunų skaičius, įsitikiname, kad kiekvienu iš pen- 
kių atvejų, du izomorfiškus grafus laikant tuo pačiu grafu, yra 
tiktai vienas taisyklingų grafų tipas (žr. 105 brėžinį). 

Grafas, dualus taisyklingam grafui, pats pagal apibrėžimą 
irgi yra taisyklingas. Iš sudarytosios lentelės matyti, kad okta- 
edras yra dualus kubui, ikosaedras — dodekaedrui, o tetraedras 
yra dualus pats sau. 

Nustatydami sveikuosius teigiamus skaičius p ir p*, tenki- 
nančius (8) nelygybę, kol kas ėmėme tik jų reikšmes, didesnes 
už 2, ir gavome lentelėje nurodytus rezultatus. Tačiau (8) nely- 
gybė turi sprendinių ir tais atvejais, kai p (arba p*) įgyja reikšmę 
2 arba 1. Atitinkamieji grafai pasirodo esą visiškai trivialūs, 
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Telraedras 


Kubas 


Dodekaedras 


Oklaedras 


Ikosaedras 


“ EK 


105 brėž. 


Jeigu p=2, tai turime susijusį grafą, kurio kiekvienoje vir- 
šūnėje susiduria dvi briaunos; trumpiau kalbant, tai yra elementa- 
rinis ciklas (106 brėž.). Jei p* =2, tai iš (7) lygybės gauname 

v(2p+4—2p)=4v=8, 
t. y. v=2; šiuo atveju grafas susideda iš dviejų viršūnių, sujungtų 
keliomis briaunomis (107 brėž.). Pastebėsime, kad grafas, dualus 
ciklui su dviem sienomis, n viršūnių ir n briaunų, turi dvi viršū- 
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nes, n sienų ir n briaunų. Kitaip sakant, tokie grafai, kaip atvaiz- 
duotieji 106 ir 107 brėžiniuose, yra vienas kitam dualūs. 


106 brėž. 107 brėž. 


Kai p=1, (8) nelygybę tenkina bet kuri teigiama p* reikšmė 
(patikrinkite!). Tačiau susijęs grafas su vienintele briauna kiek- 
vienoje viršūnėje privalo turėti tik vieną briauną, t. y. turi būti 

v=2, b=s=!, p=l!, p*=2. 

Jūs lengvai galite patikrinti, kad, imant p*= 1, grafą sudaro 
tik viena kilpa, kuriai 

v=b=1, s=2, p=2, p*=1. 

13-toje Euklido „Elementų“ knygoje išdėstyta taisyklingų 
briaunainių teorija. Šiuos briaunainius galima įbrėžti į sferą; 
kiekvieno tokio briaunainio sienos — taisyklingi ir vienas kitam 
lygūs daugiakampiai. Be to, kiekvienoje viršūnėje susiduria vie- 
nodas briaunų ir sienų skaičius. Tokio briaunainio grafas, suda- 
rytas iš jo viršūnių ir oriaunų, yra taisyklingas; tai plokščiasis 
grafas, nes jį galima suprojektuoti į sferą iš jos centro. 

Taisyklinguosius briaunainius mini ir Platonas savo veikale 
Timaeus; Platono įtaka buvo tokia didelė, kad nuo to laiko 
šie briaunainiai vadinami Platono kūnais. Tačiau net ir ne Eukli- 
das surado taisyklinguosius briaunainius: jie jau buvo žinomi 
jo pirmtakams. Kai kuriuos taisyklinguosius briaunainius žinojo 
net pitagoriečiai. Senovėje ir viduramžiais taisyklingieji briaunai- 
niai buvo laikomi visatos harmonijos simboliais*?. 

*) Pavyzdžiui, taip manė J. Kepleris, kuriam šie kūnai buvo pagrindas, 


atliekant gana abejotinus skaičiavimus, susijusius su Saulės sistemos planetų 
parametrų nustatymu. 
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Iš mūsų atliktojo taisyklingųjų grafų nagrinėjimo išplaukia, 
kad egzistuoja tik tie penki taisyklingieji briaunainiai, kurie 
atvaizduoti 105 brėžinyje. 


Pratimai 


į. Nubraižykite grafus, dualius tetraedrui, kubui ir oktaedrui. 
2, Ar visuose taisyklinguose briaunainiųose yra Hamiltono linijos? 


„| 5 5. Mozaikos 


Pažiūrėjus į grindis vonios kambaryje, galima pamatyti or- 
namentą, sudarytą iš pasikartojančių taisyklingų daugiakampių. 
Tų daugiakampių forma gali būti įvairi: jie gali būti arba kvad- 
ratai, arba trikampiai, arba šešiakampiai (108 brėž.), Tokie orna- 


108 brėž. 


mentai mozaikinėse grindyse buvo paplitę jau gilioje senovėje. 
Gamtoje galima rasti gana daug tokių pasikartojančių ornamentų 
pavyzdžių su panašiomis ar net vienodomis akutėmis. Botaniko- 
je juos sutinkame, mokydamiesi lapų, pumpurų ir augalų sėklų 
išsidėstymą. Jūs, galimas daiktas, pastebėjote tokį taisyklingumą, 
pavyzdžiui, būdingame ananaso paviršiaus rašte arba saulė- 
grąžos sėklų išsidėstyme. 
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Grafų teorijos požiūriu šitokia mozaika yra plokščias grafas, 
kurio visos sienos turi vienodą skaičių briaunų ir pasikartoja 
daug kartų. Vėl parodysime, kad egzistuoja tik labai nedidelis 
skaičius iš tikrųjų galimų ornamentų. 

Pasinaudosime tais pačiais žymėjimais, kuriuos vartojome 
aukščiau; tarsime, kad kiekvienoje grafo viršūnėje susiduria 
o briaunų, o kiekvieną jo sieną apriboja p* briaunų. Pradėsime 
sudarinėti mozaiką nuo vienos tokios sienos, prie jos dėdami 
kitas sienas tol, kol padengsime kurią nors plokštumos dalį — 
taip, kaip paprastai klojamos grindys. 

Šitokiu būdu gausime daugiakampį grafą G, kurio visas 
sienas, išskyrus begalinę, apriboja poř briaunų; kiekvienoje šio 
grafo viršūnėje, išskyrus tas, kurios yra sienos Fœ kontūre, susi- 
duria p briaunų. 

Tarkime, kad ši mozaika klojama taip, kad, didėjant gabalų 
skaičiui, viršūnių, esančių Fœ kontūre, skaičiaus v, santykis 
su bendru viršūnių skaičiumi v darosi vis mažesnis ir mažesnis. 
Naudojantis ribų teorijos terminais, tai galima užrašyti šitaip: 


2-0, kai v>, (9) 


t. y. trupmena-—* 


Įvertinsime grafo G briaunų skaičių, suskaičiuodami jas kiek- 
vienoje viršūnėje atskirai ir pasinaudodami (3) formule. Jeigu 
kiekvienoje grafo viršūnėje susidurtų tiksliai p briaunų, tai bend- 


artėja prie nulio, kai v neaprėžtai didėja. 


ras briaunų skaičius būtų lygus 507. Jeigu neskaičiuosime briaunų 
pakraštinėse viršūnėse, tai gausime S (v—v,) briaunų. Vadinasi, 
pv—pv, <2b< pr, 


jeigu b — grafo G briaunų skaičius. Gautąsias nelygybes galima 
perrašyti šitaip: 


P 
2 
Remdamiesi (9) priklausomybe, darome išvadą, kad 
e 
2 


, kaiv >o, (10) 


Dabar grafo briaunų skaičių nustatykime pagal (5) formulę 
Yra s— 1 siena su p* kraštinių-briaunų ir siena Fo, kurios kraš- 
tinių-briaunų skaičius lygus grafo kontūrinių viršūnių skaičiui v,. 
Vadinasi, 
2b=(s— Ip* +y, 
Abi šios lygybės puses padaliję iš vo*, išreikšime ją šitokiu pavi- 
dalu: 


~- =— 


S A N 
o" y T v otv“ 
Jeigu v->00, tai dešinėje pusėje du paskutiniai nariai artėja prie 
nulio, todėl iš (10) išplaukia, kad 


kai y— 00. (11) 


Grįšime prie (2) Oilerio formulės, kurią dabar rašysime ši- 
taip: 
2 
y e 


CE 24 
y y 
Kai v neaprėžtai didėja, kairioji pusė, kaip matyti iš (11), artėja 
prie 
p 
| + TF > 
o tuo tarpu dešinioji pusė, kaip matyti iš (10), artėja prie S 
Kadangi abi pusės turi artėti prie tos pačios ribos, tai 


P. P. 
l+- 5 y 
(6-2) (*-2)=4. 
Gautąją lygtį tenkina tik tokios sveikųjų skaičių poros: 
p=3, p*=6; p=4, p*=4; p=6, p*=3. 


Vadinasi, visi besikartojantys plokštieji ornamentų, arba mozai- 
kų, grafai turi būti sudaryti arba iš trikampių, arba iš keturkam- 
pių, arba iš šešiakampių. Visi suminėti atvejai pateikti 108 brėži- 
nyje. 
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IX SKYRIUS 


Žemėlapių dažymas . 


§ 1. Keturių spalvų problema 


Kiekvieną daugiakampį grafą galima laikyti kokiu nors 
geografiniu žemėlapių; tada grafo sienos laikomos valstybėmis, 
o begalinė siena — jas supančiu vandenynu. Tokiame žemėlapy- 
je visos valstybės ir vandenynas nudažomi taip, kad juos būtų 
įmanoma atskirti vieną nuo kito. Tuo tikslu kaimyninės valsty- 
bės turi būti nudažytos skirtingomis spalvomis. Jeigu turime pa- 
kankamą kiekį įvairiaspalvių dažų, šis klausimas jokių sunkumų 
nesukelia. Žymiai sudėtingiau išspręsti klausimą, kiek mažiau- 
siai reikia spalvų, kad pakaktų minėtu būdu nudažyti duotojo 
žemėlapio valstybes. 

Plačiai žinoma hipotezė teigia, kad bet kuriam žemėlapiui 
nudažyti, prisilaikant nurodytų sąlygų, pakanka keturių spalvų. 
Anglų matematikas A. Keli, vienas pirmųjų grafų teorijos tyrinė- 
tojų, 1879 m. paskelbė straipsnį apie keturių spalvų problemą, 
kuriam visiškai tinkama vieta pasirodė esąs pirmasis Karališ- 
kosios geografų draugijos darbų tomas. Šis straipsnis dažnai 
laikomas keturių spalvų problemos „gimimo liudijimu“. Tačiau 
tai ne visiškai teisinga. Škotų fizikas Frederikas Gutri pasako- 
davo, kad apie 1850 metus ši problema buvo gana populiari 
Londono studentų-matematikų tarpe ir kad jo brolis Frensis 
Gutri atkreipė į ją savo dėstytojo, matematiko A. De Morgano, 
dėmesį. 

Iš pradžių problema neatrodė labai rimta. Matyt, matemati- 
kai ją laikė beveik akivaizdžių faktu. Vėliau pasirodė keletas 
neteisingų įrodymų; keturių spalvų problema, stulbinanti savo 
formulavimo paprastumu, priešinosi visoms pačių įžymiausių 
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matematikų pastangomis. Didelis susidomėjimas grafų teorija, 
kilęs sąryšyje su minima problema, padėjo atrasti daug svarbių 
šios teorijos rezultatų, nes jie atrodė reikalingais keturių spalvų 
problemai išspręsti. 


109 brėž. 


Iš karto nurodysime, kad, norint nudažyti kai kuriuos gra- 
us, iš tikrųjų reikia turėti keturių spalvų dažus (žr. 109 brėžinį). 
Toliau skirtingas spalvas žymėsime graikiškomis raidėmis «a, 
B, y, Š, £,... Savaime aišku, kad visiškai nesvarbu, kokią spalvą 
reiškia ta ar kita raidė. Tarkime, kad tetraedro begalinė siena, 
arba išorinė sritis, nudažyta spalva «. Kadangi trys likusios sie- 
nos susisiekia viena su kita, tai jos turi būti nudažytos skirtin- 
gomis (ir, be to, besiskiriančiomis nuo «) spalvomis. 
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110 bėž. 


Toliau pastebėsime, kad, sprendžiant klausimą, kiek mažiau- 
siai reikia spalvų žemėlapiui nudažyti, galima tarti, kad šiame 
žemėlapyje nėra viršūnių, kuriose susiduria tik po dvi briaunas. 
Iš tikrųjų, jeigu a — tokia viršūnė, tai galima abi joje susidurian- 
čias briaunas pakeisti viena briauna, atmetant pačią viršūnę a 
(110 brėž.) ir nekeičiant žemėlapio nudažymo schemos. 

Vadinasi, pakanka nagrinėti tik tokius grafus, kurių kiekvie- 
noje viršūnėje susiduria bent trys briaunos. Tačiau galima įro- 
dyti ir žymiai griežtesnį teiginį: bet kokio daugiakampio grafo 
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nudažymą kuriuo nors nustatytų spalvų kiekiu galima suvesti 
į tokį atvejį, kai šis grafas yra homogeninis trečio laipsnio grafas, 
t. y. kai kiekvienoje jo viršūnėje susiduria lygiai trys briaunos. 
Kitaip sakant, jeigu mokame išspręsti spalvų uždavinį homo- 
geniniams trečio laipsnio grafams, tai sugebėsime jį išspręsti ir 
bet kuriems grafams. 


C 111] brėž. 


Iš tikrųjų, tarkime, kad kurioje nors viršūnėje a susiduria 
daugiau kaip trys briaunos (111 brėž., a). Laikydami tašką a 
centru, nubrėšime apskritimą C, kurio spindulys yra toks mažas, 
kad apskritimas nepasiekia kitų viršūnių. Atmesime viršūnę a 
ir tas joje susiduriančių briaunų dalis, kurios yra nubrėžtojo 
apskritimo viduje; vietoje jų įvesime naujas briaunas — paties 
apskritimo C lankus (111 brėž., b). Kiekvienoje naujoje viršūnėje 
susiduria po tris briaunas. Jei naujasis grafas G, nudažytas, tai 
galima nudažyti ir pagrindinį grafą G; tuo tikslu pakanka apskri- 


112 brėž. 


timą C sutraukti į tašką. Atlikę sitokius pakeitimus visose vir- 
šūnėse, į kurias sueina daugiau kaip trys briaunos, nagrinėjamąjį 
uždavinio žemėlapio nudažymo uždavinį privesime prie uždavi- 
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nio, kuriame reikia nudažyti homogeninį trečiojo laipsnio dau- 
giakampį grafą. 

Toliau nagrinėsime tiktai homogeninius trečiojo laipsnio 
grafus. Jiems galioja naudinga formulė, papildanti tas formules, 
kurias išvedėme VIII skyriaus 3 paragrafe; ji pagrįsta tuo, kad 
dabar kiekviena viršūnė priklauso tiksliai trims sienoms (112 
brėž.). Vadinasi, nustačius, kiek viršūnių turi kiekviena siena, 
ir gautuosius skaičius sudėjus, gaunamas trigubas visų grafo 
viršūnių skaičius. Simbolių 6; aukščiau žymėjome skaičių sie- 
nų, kurios turi ž briaunų, vadinasi, ir į viršūnių. Iš to, kas pasa- 
kyta, turime lygybę . 

3v =20 + 3p; +404 +p; +0676 +T: +... (1) 
Padauginę (1) lygybę panariui iš 2, o (5) ir (4) lygybes iš VIII 
skyriaus — atitinkamai iš 34r 6, gauname tris šitokias lygybes: 


Gy=4p,+695 +89,+ 1095 + 1206+ 149, +-..., 
6b=69>+995 +1294 + 15p5+ 187, +2197+--.., 
6s=6p;+-6p5 +6pa +075 +6pe +-677+--.. 


(2) Oilerio formulę parašysime šitaip: 


12 =6y—6b +65 
ir į ją įstatysime gautuosius reiškinius. Tada turėsime lygybę 
12 =4pa +303 2p +P: —0,— 2py—-.., (2) 


kurioje visi neparašytieji nariai yra neigiami. Kadangi (2) lygy- 
bės dešinioji pusė turi būti teigiama, tai iš jos gauname tokią 
išvadą. 

Trečiojo laipsnio homogeniniame grafe turi būti siena, kuri 
apribota mažiau kaip šešiomis briaunomis. 


$ 2. Penkių spalvų teorema 


Šiame paragrafe išspręsime grafo nudažymo keturiomis 
arba penkiomis spalvomis uždavinį; sutinkamai su praeito para- 
grafo rezultatais, galima tarti, kad nagrinėjame trečio laipsnio 
homogeninį daugiakampį grafą, kuriame yra bent viena siena, 
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turinti mažiau kaip šešias briaunas. Nagrinėsime atskirai ketu- 
ris atvejus, kai grafe yra siena, apribota dviem, trimis, keturio- 
mis ir penkiomis briaunomis. Kiekvienu atveju įrodysime, kad 
a) kai kurias briaunas galima atmesti, sudarant naują trečio laips- 
nio homogeninį grafą, kuris turi mažiau sienų, negu duotasis, 
ir b) jei šitaip gautą grafą galima nudažyti, panaudojant ne dau- 
giau kaip penkias spalvas, tai tą patį galima padaryti ir su pradi- 
niu grafu. Kadangi naujasis grafas irgi bus trečio laipsnio homoge- 
ninis grafas, tai po kiekvieno tokio supaprastinimo vėl atsiras 
siena, turinti mažiau kaip šešias briaunas. Vadinasi, paeiliui gau- 
sime grafus, turinčius vis mažiau ir mažiau sričių, kurias reikia 
nudažyti. 


113 brėž. 


Kartoninės briaunos. a) Pirmiausia įrodysime, kad 
grafą G visada galima supaprastinti taip, kad jame nebūtų sri- 
čių, apribotų dviem briaunomis. Jeigu viršūnes a ir b jungia dvi- 
guba briauna, kaip 113 brėžinyje, tai atmesime vieną iš tų briau- 
nų, likusiąją briauną sujungsime su briaunomis (a, c) ir (b, d), 


114 brėž. 


išeinančiomis atitinkamai iš viršūnių a ir b, ir pakeisime jas vie- 
nintele briauna (c, d). Naujasis grafas G, irgi bus trečio laipsnio 
homogeninis grafas. 
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b) Jei grafą G, galima nudažyti, tai abiejose briaunos (c, d) 
pusėse bus dvi kokios nors skirtingos spalvos « ir B. Tada galė- 
sime grąžinti į savo vietas viršūnes a ir b ir antrąją briauną (a, b), 
o sieną A nudažyti trečiąja spalva y. 

Trikampė siena. a) Nagrinėjamąjį grafą galima supa- 
prastinti taip, kad jame nebūtų trikampių sienų. Tarkime, kad 
D — tokia siena, besiribojanti su trimis kitomis sienomis A, B 
ir C. Sakykime, (a, b) — briauna, skirianti sienas C ir D (114 brėž.). 
Pašalinkime briauną (a,b) ir sujunkime dvi kitas briaunas, ei- 
nančias per viršūnę a, į vieną briauną; tą patį padarykime ir 
viršūnėje b. Gautasis grafas G, bus trečio laipsnio homogeninis 
grafas. 

b) Jei grafą G, galima nudažyti reikalaujamu būdu, tai sie- 
na A bus nudažyta kokia nors spalva «, siena B — spalva G, o sie- 
na C+D — spalva y. Atstačius briauną (a,b), sieną D galima 
nudažyti ketvirtąja spalva 9. 

Keturkampė siena. a) Truputį sudėtingiau parodyti, 
kad galima pašalinti ir sienas su keturiomis kraštinėmis briauno- 
mis. Tarkime, kad F — tokia siena su kaimyninėmis sienomis 
A, B, Cir D (žr. 115 brėž.). Tokiu atveju bus priešingų sienų po- 


115 brėž. 


ra, sakysime, B ir D (arba A ir C), kurios nėra tos pačios sienos 
dalys ir nesiriboja viena su kita. Iš tikrųjų, jeigu, pavyzdžiui, 
A ir C — tik įvairios tos pačios sienos dalys arba jeigu jos turi 
bendrą kraštinę (m, n), kaip nurodyta 116 brėžinyje, tai siena 
B negali turėti bendros kraštinės su D. Tada pašalinsime briau- 
nas (a, b) ir (c, d), iš briaunų (a, a), (a, c) ir (c, cı) sudarysime 
briauną (a;, c,), o iš briaunų (b,, b), (b, d) ir (d, d,) analogiškai 
briauną (b,, d,). Naujasis grafas G, bus homogeninis trečio laips- 
nio grafas, o B+F+D — viena jo siena. 
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b) Tarkime, kad grafas G, nudažytas ir kad sienos B+ F+ D 
spalva yra «. Tada sienos A ir C nudažytos kokiomis nors spal- 
vomis B ir y, kurios gali net sutapti. Atstatę briaunas (a, b) ir 
(c, d), sieną F nudažysime ketvirtąja spalva d. 


116 brėž. 


Penkiakampė siena. a) Tarkime, kad siena F susisiekia su 
penkiomis kitomis sienomis A, B, C, Dir E, kaip nurodyta 
117 brėžinyje. Kaip keturkampio atveju, taip ir dabar atsiras 
dvi negretimos sienos, sakysime, A ir C, kurios susisiekia su F, 
bet nėra tos pačios sienos dalys ir neturi bendros briaunos. Tada 


117 brėž. 


pašaliname briaunas (a, b) ir (c, d) (žr. 117 brėžinį) ir viršūnes 
a, b, c, d, sujungdami dvi likusias kiekvienoje tų viršūnių briau- 
nas į vieną; po to vėl gausime trečio laipsnio homogeninį grafą. 
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b) Tarkime, kad gautąjį grafą nudažėme ir kad sienos A+ 
+ F+-C spalva yra «. Trims sienoms B, D ir E gali prireikti skir- 
tingų spalvų 8, y, ò. 

Turėdami penkių spalvų dažus, galime atstatyti abi briaunas 
(a, b) ir (c, d) ir sieną F nudažyti penktąja spalva <. Tačiau turė- 
dami tik keturių spalvų dažus, ne visada galėsime tai padaryti. 

Vadinasi, įrodėme, kad tuo atveju, kai homogeninis grafas 
turi bent vieną sieną, apribotą dviem, trimis, keturiomis arba pen- 
kiomis briaunomis, ir galime naudotis penkių spalvų dažais, 
visada galime nudažymo uždavinį privesti prie grafo su mažes- 
niu sienų skaičiumi nudažymo uždavinio. Praeito paragrafo 
pabaigoje buvo įrodyta, kad homogeninrs grafas turi bent vieną 
tokią sieną su nedideliu briaunų skaičiumi; todėl šį prastinimą 
visada galėsime tęsti, kol gausime grafą, turintį ne daugiau, kaip 
penkias sienas, kurį tikrai galima nudažyti, panaudojant ne dau- 
giau kaip penkias spalvas. Vadinasi, įrodėme šitokią teoremą. 

Penkių spalvų teorema. Bet kuriam plokščiajam grafui nuda- 
žyti pakanka penkių spalvų. 

Mūsų pateikto teoremos įrodymo negalima pritaikyti tuo 
atveju, kai turime tiktai keturias spalvas. Esant šiai sąlygai, kaip 
matėme, negalima panaikinti penkiakampių. Todėl prastinimo 
procesas gali sustoti, kai gausime homogeninį grafą, kurio kiek- 
viena siena turi ne mažiau kaip penkias briaunas. Jame visiškai 
nebebus sienų, apribotų dviem, trimis ir keturiomis briaunomis; 
vadinasi, tokiu atveju 


Pa=p,=74,=0. 


Iš (2) formulės matyti, kad tokiame toliau nesuprastinamame 
grafe turi būti bent 12 penkiakampių sienų. 

Faktiškai jau įrodyta, kad bet kurį žemėlapį, kai jame yra 
mažiau kaip 39 sienos, galima nudažyti keturiomis spalvomis. 
Aišku, dabartiniame skaičiavimo mašinų amžiuje šis skaičius — 
ne ypatingai aukšta riba. Jeigu kas nors sugalvos būdą šiam už- 
daviniui užprogramuoti, kad jį galėtų spręsti skaičiavimo maši- 
na, tai, galimas daiktas, ji sugebės pastūmėti šią ribą daug toliau 
ir — kas žino, — gal būt, net susidurs su tokiu žemėlapiu, kurio 
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neįmanoma nudažyti keturiomis spalvomis. Tačiau tokio įvykio 
tikimybė labai maža; minėtam žemėlapiui jau nustatyta tiek daug 
visokių reikalavimų, kad labai abejojama, ar jis iš viso egzistuo- 
ja. 

Jeigu imtume pasakoti apie skaitlingus darbus, liečiančius 
keturių spalvų problemą, tai prireiktų dar vienos tokios knygu- 
tės, kaip ši; todėl pasitenkinsime tuo, kad bent supažindinome 
jus su šia problema. 


Pratimų sprendimai 


I skyrius 


$ 1, psl. 8 
2, AB, AE, AD, BC, BG, BF, CD, CG, DH, EH, EG, EF, FH, FG, GH. 
3. 9 briaunos, 6 viršūnės; 15 briaunų, 8 viršūnės. 


š 2, psl. 10 


$ 3, psl. 16 

1. Grafas, atvaizduotas | brėžinyje, nėra izomorfiškas grafui, atvaizduo- 

tam 2 brėžinyje, nes antrajame yra viršūnė G su penkiomis briaunomis, o | brė- 

žinio grafe tokios viršūnės nėra. ] brėžinyje atvaizduotas grafas nėra izomor- 

fiškas grafui, atvaizduotam 6 brėžinyje, nes pastarasis turi viršūnę, iš kurios 

išeina tik viena briauna; dėl tos pačios priežasties nėra izomorfiški ir grafai, 
atvaizduoti 2 ir 6 brėžiniuose. , 

2, Pirmoji grafo briauna (5, 8) priklauso dviem ciklams, kurių ilgiai 
lygūs 4, o antrajame tokios briaunos nėra. 

3. Reikalaujamoji viršūnių atitinkamybė nurodyta brėžinyje. 
A A' 


$ 5, psl. 19 


] ir 2. Keturis pirmuosius kaimynus žymėkime raidėmis A, B, C ir D. 
Tarkime, kad jų keliai sudaro plokščiąjį grafą, atvaizduotą brėžinyje. Kur 


bedėtume penktąjį tašką E, jį visada kuri nors uždara linija skirs nuo vieno 
iš likusiųjų taškų. 


$ 6, psl. 22 
I. Iš 2 brėžinio matyti, kad 


e(4)=p(C)=p (D)=3, p(6)=5; 
p (B)=p (E)=p (E)=p (H)=4; 
grafo briaunų skaičius lygus 5 (3 -3+4 -4+5)=15. 


Iš 6 brėžinio 
grafas iš viso turi K .2+3+1)=6 briaunas. 


2. Jie turi atitinkamai 4 ir 2 nelygines viršūnes. 


„II skyrius 


$ 3, psl. 30 


1. Kadangi abu 28 brėžinyje atvaizduoti grafai turi po dvi nelygines 
viršūnes, tai kiekvieną iš jų galima apdengti vienintele grandine. 

3. Grafą U, galima apdengti dviem grandinėmis 1, 2, 3, 4 ir 2,4, 1, 3. 
Grafui U, pakanka vienos grandinės 1, 2, 3, 4, 5, 1, 4, 2, 5,3, 1. 


$ 5, psl. 33 


I. Abiejuose grafuose yra Hamiltono linijos: pirmajame ACBFEDA, 
antrajame ABFEHGCDA. 


2. Trumpiausiosios grandinės 4,444,4;5A, ilgis lygus 470. 
132 


$ 6, psl. 36 
1. Jeigu kreipiame dėmesį ir į ėjimo kryptį, tai 336 ėjimai; priešingu 
atveju bus tik 168 ėjimai. 


2. Iš4 kampinių langelių yra po tris ėjimus, iš 24 šoninių langelių — 
po penkis ėjimus, o iš 36 centrinių langelių — po aštuonis ėjimus. 


J skyrius 


$ 2, psl. 41 
l. Šių grafų ciklomatiniai skaičiai atitinkamai lygūs 
x=15—81+1=8 ir 1=>32-211+1=12. 
| 


2. Y= 7 (1-1) n-ntl=5 (n—1) (n—2). 


to) 


$ 4, psl. 47 
1. Grafe, atvaizduotame 1 brėžinyje, galima nustatyti, pavyzdžiui, 
tokią atitinkamybę: 
A—>AC, B—>BE, C—CB, D—- DA, EEF, F>FA. 
Grafe, atvaizduotame 2 brėžiniu, — 
A—>AB, B->BC, C>-CD, D—- DA, 
E-EF, F-FG, G-GH, H->HE. 


oe IV skyrius 
$ 2, psl. 54 


1. Turėsime beveik trivialų pavyzdį, jei tarsime, kad kiekvienas mokinys 
sudaro atskirą būrelį. Tada niekas negalės būti kokio nors naujo būrelio se- 
niūnu. 


2. Būrelių skaičius lygus 
12-11- 10 
OR 

jis žymiai didesnis už galimų seniūnų skaičių, lygų 12. 
3. Vienas atvaizdavimas yra šitoks: mı—>Pa, MPi, MPa, MPs. 


$ 3, psl. 58 
2, Savybės a) ir b) išplaukia iš to, kad 48 brėžinyje pateiktos lentelės 
kiekvienoje eilutėje ir kiekviename stulpelyje skaičiai nuo 1 iki N sutinkami 
tiksliai po vieną kartą. Norint įrodyti teiginį c), reikia išnagrinėti šią lentelę. 
Įskaitydami pirmąją eilutę ir pirmąjį stulpelį, joje turime N eilučių ir N 
stulpelių, kurie sudaryti šitaip: 
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(a) skaičius, esąs i-tos eilutės ir i-tojo stulpelio susikirtime, atitinka 
(tojo dalyvio susitikimą su pirmuoju dalyviu; 
(b) jei ij, tai skaičius, esąs i-tosios eilutės ir j-tojo stulpelio susikirti- 
me, atitinka /-tojo dalyvio susitikimą su dalyviu, kurio numeris lygus 
k=2i-—j4+-[+(N—1)] 
(skaičių NŅN— 1| pridedame arba atimame, atsižvelgdami į tai, kad skaičius k 
būtų tarp 2 ir N). Iš čia išreiškę j, gauname 
J=>2i-k+[+(N-1)]; 
teiginys c) išplaukia iš to, kad skaičiai k ir j į šias formules įeina simetriškai. 


V skyrius 


$ 3, psl. 68 
2. Galima parašyti 


e(4)+0* (4)+6 (A)=k; p(B)+7* (B)+6, (B)=k-!; 


e. (A) — lygiųjų skaičius. 
3. Kai n=5, gauname tokį grafą; 


$ 4, psl. 74 
Į. Minėtais atvejais turime tokius grafus: 
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2. Vienas iš galimų sprendimų: viršūnę 1 priskiriame klasei T; tada 
viršūnės 2 ir 7 turi priklausyti klasei M, o viršūnė 5 — klasei T. 
3. 


VI skyrius 


$ 1, psl. 78 
I ir 2. Kadangi vieninteliai turimi matavimo prietaisai yra patys ąsočiai 
Bir C, tai galime įvertinti, kaip paskirstytas skystis, tik tuo atveju, kai vienas 
šių ąsočių arba pilnas, arba tuščias. Visi šie paskirstymai atvaizduoti taškais 
(pažymėta skrituliukais), esančiais ant stačiakampio kontūro (žr. brėžinį 
apačioje). Pasiskirstymų U visuma atvaizduota stačiakampio vidiniais taškais 
(pažymėta raidėmis x). Tarkime, kad turime pasiskirstymą, atitinkantį kurį 


nors vidinį tašką. Tada vienintelisfbūdas tiksliai išmatuoti skystį sekančiu per 
pylimu — arba vieną iš ąsočių B, C ištuštinti, arba vieną iš jų pripildyti. 
Abiem atvejais toks skysčio perpylimas veda į kurį nors tašką, esantį grafo 
kontūre. Tačiau turėdami pilną arba tuščią ąsotį, po sekančio perpylimo vėl 
gauname pasiskirstymą, kuriame bent vienas ąsotis yra arba tuščias, arba pil- 
nas. Kitaip sakant, kiekvienas perpylimas iš kraštinės padėties veda vėl į 
kurią nors kraštinę padėtį; todėl vidinių taškų U pasiekti neįmanoma. 
3. (7, 0), (8, 4), (3, 0), (0, 3), (7, 3), (6, 4), (6, 0). 
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$ 2, psl. 84 
2. I, (4)=(0, 0, «), x>1; P,(B)=(I, 1, 0); 
la (4)=:(0, 0, æ), (I, l, B), (0, l; y), B2l, y>2; P,(B)=(!, l; 0), 
(0, 2, 2). 
3. Brėžinyje skrituliukais pažymėtos išlošiamosios žaidėjo A* padėtys, 
kvadratėliais — pralošiamosios žaidėjo B* padėtys 


1 2 3 4 


I: (4)=(I, 0), (0, 1), (I, 1); P,(B)=(0, 2), (2, 0); 15 (4)= 
=(1, 0), (0, 1), (1, 1), 3, 0), (3, 1); P; (8)=(0, 2), (2, 0), (2, 2). 


§ 3, psl. 88 
2. Lygigąsias atitinka briaunos, orientuotos abiem kryptimis. 


„VII skyrius 


$ I, psl. 91 
1. Imkime, pavyzdžiui, jungtį „a didesnis už b kvadratą“, arba „aibės 
A ir B neturi bendrų elementų“, arba „vienas trikampis susikerta su kitu tri- 
kampiu“. 
2. a) R= (2, 3, 4, 5), R;= (2, 3, 4), R,= (2, 33, R,= (2), R,=(2). 


b) Ši jungtis išreiškiama pilnu grafu be kilpų: | 
R,= (2, 3, 4, 5), R,= (2, 3, 4, 6}, R,= (2, 3, 5, 6}, R,= 
= (2, 4, 5, 6}, R= {3, 4, 5, 6}. 
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c) R= {6}, R;= {5}, R,= {4}, R= {3, 6), R,= (2, 4, 6). 


Jungtis a|b yra refleksyvi, nes kiekvienas skaičius yra savo paties dalik- 
lis; žr. taip pat 3 uždavinio iš VII skyriaus $ 4 pratimų sprendimą. 


$ 2, psl. 95 
2. a) Ši jungtis yra antirefleksyvi, antisimetriška ir tranzityvi. 
b) Ši jungtis yra refleksyvi, simetriška, bet ne tranzityvi. 


$ 3, psl. 99 
2. Jei a=b+km ir c=d+kym, tai 
a+c=b6+d+(k+k)j m, 
a-c=b-d+(k-k,)) m, 
ir 
ac=bd+ (dk + bk,) m+ kkyn?= bd+ (dk + bk, + kkym) m. 
Todėl 
ažc=b+d (mod m), ac=bd (mod m). 
3. Skaičių a ir b jungtis | a |=| b | yra refleksyvi, simetriška ir tranzity- 
vi, todėl tai yra ekvivalentumo jungtis. Kiekviena ekvivalentumo klasė čia 
yra dviejų skaičių pora (a, — a); kiekvienos poros nariai yra skirtingi, išskyrus 
tą atvejį, kai a=0. 


Šš 4, psl. 103 
1, Pilnojo sutvarkymo grafe yra tokios briaunos: 
(4, 3), (4, 2), (4, I), (3, 2), 3, 1), (2, 1); 
bazinis grafas yra orientuota elementarinė grandinė 4, 3, 2, I. 
2. Bazinis grafas yra orientuota elementarinė grandinė. 


Oaa 000 O7—0 
7 2 3 2] f 


3. Norėdami įsitikinti, kad a |ð yra dalinio sutvarkymo jungtis, pirmiau- 
sia pastebėsime, kad ala, nes a=! - a. (Kai dalinis sutvarkymas yra griežtas, 
jungtis a | b reiškia, kad b= ka ir k* 1; kitaip sakant, jei jungtyje a | b skaičius 
a turi būti tikrasis skaičiaus 5 daliklis, tai ši jungtis yra antirefleksyvi.) Toliau 
patikriname, kad ši jungtis tranzityvi: iš tikrųjų, jei a | b ir b |c, tai b=ka 
ir c=k,b, todėl c= kka; vadinasi, a | c. Pagaliau, jei a | bir b ! a, tai b= ka ir 
a= lb, todėl b= klb, o tai teisinga tik tuo atveju, kai abu sveikieji skaičiai k ir I 
lygūs vienetui, t. y. kai a=6. Kai dalinis sutvarkymas yra griežtas, jungtys 
a | b ir b | a vienu metų negali būti teisingos. 
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4, Įskaitant ir Ø, yra 8 poaibiai. Bazinis grafas pateikiamas brėžinyje; 
pastebėsime, kad atvirkštinis grafas yra izomorfiškas baziniam grafui. 


J VIII skyrius 


$ 1, psl. 109 


Xd 


2. Tai 1) 95 brėžinyje pateiktas grafas ir visi grafai, kuriuos galima su- 
daryti iš jo, pridedant naujas briaunas; 2) 96 brėžinyje atvaizduotas grafas su 
dar viena izoliuota viršūne ir visi grafai, kuriuos galima gauti iš jo, pridedant 
naujas briaunas. 


$ 2, psl. 112 
l. v=7, b=11, s=6 ir 7—11+6=2. 
2. Bendruoju atveju v=(2+ 1)?, b=2n (141), s=2*+1 ir v-b+s=2. 


$ 4, psl. 119 
2. Visuose. 
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Pagrindinių terminų, vartojamų šioje knygutėje, žodynėlis 


Aciklinis grafas. Orientuotas grafas, kuriame nėra nė vieno orientuo- 
to ciklo. 

Atvirkštinis grafas G* duotajam orientuotam grafui G. Grafas G* gauna- 
mas iš G, pakeičiant visų jo briaunų kryptis, 

Briauna grafo. Kreivė, kuri jungia dvi grafo viršūnės ir kurioje nėra 
kitų viršūnių. 

Briaunainis. Trimatis kūnas, kurį apriboja plokštieji daugiakampiai. 

Ciklas. Uždara grandinė. 

Ciklinė briauna. Briauna, kuri nėra siejančioji briauna. 

Ciklomatinis skaičius. Grafo briaunų skaičius minus jo viršūnių skaičius 
plius vienetas. 

Daugiakampis grafas (daugiakampis tinklas). Plokščiasis grafas, kurio 
briaunos sudaro gretimų, vienas kito nedengiančių daugiakampių aibę. 
Dodekaedras. Briaunainis, kurį apriboja 12 penkiakampių sienų. 

Dviskiltis grafas. Grafas, kurio viršūnes galima suskirstyti į dvi nesiker- 
tančias aibes taip, kad vienos aibės viršūnės nebūtų sujungtos tarpusavyje 
briaunomis. 

Elementarinė grandinė. Grandinė, kuri per kiekvieną savo viršūnę praei- 
na tik po vieną kartą. 

Elementarinis ciklas. Ciklas, kuris per kiekvieną savo viršūnę praeina tik 
po vieną kartą. 

Grafas. Figūra, sudaryta iš taškų (vadinamų viršūnėmis) ir iš atkarpų, 
jungiančių kai kurias šių viršūnių. Jungiančios atkarpos gali būti tiesios arba 
kreivos; jos vadinamos grafo briaunomis. 

Grafas G*, dualus daugiakampiui grafui G. Daugiakampis grafas, kurio 
kiekviena viršūnė atitinka tam tikrą grafo G sieną, o kiekviena siena — tam 
tikrą grafo G viršūnę. Dvi grafo G* viršūnės sujungiamos briauna tada ir tik 
tada, kai jas atitinkančios grafo G sienos turi bendrą briauną. 

Grandinė. Linija grafe, kuri nė viena briauna neina daugiau kaip vieną 
kartą. 

Hamiltono linija. Elementarinis ciklas, einąs per visas grafo viršūnes. 

Homogeninis r-tojo laipsnio grafas. Grafas, kurio visų viršūnių laipsniai 
yra vienodi ir lygūs r. (Kai grafas yra orientuotas, reikia, kad visų viršūnių 
laipsniai p ir ọ* būtų vienodi ir lygūs vienas kitam.) 
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Ikosaedras. Briaunainis, kurį apriboja 20 trikampių sienų. 

Incidentiškumas briaunos ir viršūnės. Briauna vadinama incidentine vir- 
šūnei, jei ši viršūnė yra kuris nors briaunos galas. 

Izoliuota viršūnė. Viršūnė, iš kurios neišeina nė viena briauna. 

Izomorfiniai grafai. Grafai G, ir G, yra izomorfiniai, jeigu tarp jų viršū- 
nių galima nustatyti tokią abipus vienareikšmę atitinkamybę, kad dvi bet 
kurios grafo G, viršūnės būtų sujungtos briauna tada ir tik tada, kai jas atitin- 
kančios grafo G, viršūnės yra sujungtos briauna. Kai grafai orientuoti, ši ati- 
tinkamybė turi išlaikyti ir briaunų kryptį. 

Kartotinės briaunos. Jeigu dvi grafo viršūnės yra sujungtos daugiau kaip 
viena briauna, tai kiekviena tokia briauna vadinama kartotine. 

Kilpa. Grafo briauna, kurios abu galai sutampa. 

Laipsnis p (A) viršūnės A. Briaunų, susiduriančių viršūnėje A, skaičius. 
Kai grafas orientuotas, p (A) reiškia skaičių briaunų, išeinančių iš viršūnės 
A, o ọ* (A) — skaičių briaunų, įeinančių į viršūnę A; šiuo atveju yra du laipsniai. 

Lyginė viršūnė. Viršūnė, kurios laipsnis yra lyginis skaičius. 

Maksimalus ciklas C, daugiakampio grafo G. Ciklas, apjuosiantis visą 
grafą G. 

Medis. Susijęs grafas, kuriame nėra ciklų. 

Minimalus ciklas daugiakampio grafo G. Ciklas, kuris susideda iš kurio 
nors daugiakampio, sudarančio grafą G, kraštinių briaunų. 

Miškas. Grafas, kurio visos susijusios komponentės yra medžiai 
(grafas be ciklų). 

Mišrusis grafas. Grafas, kuriame yra ir orientuotų, ir neorientuotų 
briaunų. 

Nelyginė viršūnė. Viršūnė, kurios laipsnis yra nelyginis skaičius. 

Nulinis grafas. Grafas, sudarytas tik iš izoliuotų viršūnių; grafas, netu- 
ris briaunų. 

Oilerio grafas. Grafas, kuriame yra Oilerio linija. 

Oilerio linija. Grandinė, kuri eina visomis grafo briaunomis ir tik po vieną 
kartą. 

Oktaedras. Briaunainis, apribotas aštuoniomis trikampėmis sienomis. 

Orientuotas grafas. Grafas, kuriame nurodytos visų jo briaunų kryptys. 

Papildinys G grafo G. Grafas G sudarytas iš visų tų briaunų (ir jų galų), 
kurias reikia prijungti prie G, norint gauti pilną grafą. 

Pilnasis grafas. Grafas, kurio kiekvienos dvi viršūnės yra sujungtos briau- 


l 
na. Pilnasis grafas, kuriame yra n viršūnių, turi g” (n— 1) briaunų. 


Plokščiasis grafas. Grafas, kurį galima nubraižyti plokštumoje taip, 
kad jo briaunos susikirstų tik viršūnėse. 

Sąsmauka. Kitas siejančios briaunos pavadinimas. 

Siejančioji briauna. Briauna, kurią atmetus padidėja grafo susijusių 
komponenčių skaičius, 
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Siena daugiakampio grafo G. Plokštumos dalis, apribota kuriuo nors 
grafo G minimaliu ciklu arba maksimaliu ciklu C,; pastaruoju atveju tai plokš- 
tumos dalis, esanti C, išorėje; ji taip pat vadinama begaline grafo siena. 

Susijęs grafas. Grafas, kurio kiekvieną viršūnę galima sujungti grandine 
su bet kuria kita jo vušūne. 

Susijusi komponentė viršūnės A. Visos grafo viršūnės, kurias su tašku A 
galima sujungti grandinėmis, ir visos joms incidentinės briaunos. 

Šaknis medžio. Bet kuri viršūnė, laikoma pradiniu medžio tašku. 

Taisyklingasis briaunainis. Briaunainis, kurio visos sienos yra vienas 
kitam lygūs taisyklingi daugiakampiai ir į kiekvieną viršūnę sueina vienodas 
skaičius briaunų. 

Taisyklingasis grafas. Homogeninis daugiakampis grafas, kuriam dualus 
grafas G* irgi yra homogeninis. 

Tetraedras. Briaunainis, apribotas keturiomis trikampėmis sienomis, 

Viršūnė grafo. Arba kurios nors briaunos galas, arba izoliuotas grafo 
taškas. 
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